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The PINN is known to have enough prediction accuracy even with uncertain data such as low number of data 

and noise by using physical governing equations as a prior condition. In adapting to the ground consolidation 

equation to derive the excess pore water pressure distribution, an appropriate analysis cannot be performed due 

to the large difference in the order of soil parameters. Therefore, we proposed a method of taking the 

regularization using the similar rules, discovering appropriate values of batch size and number of epochs, and 

the effectiveness of the regularization was shown. In addition, the inclined placement of the colocation points, 

that dense collocation points in the region where the gradient of the solution space is large, was verified. As a 

result, it was shown that the prediction accuracy was improved, and that the calculation cost could be a little 

reduced because the total number of collocation points could be reduced.  

１．はじめに 

Physics-informed Neural Network(以下，PINN)は，Raissi ら

によって 2017 年に提唱された，微分方程式で表される物

理支配方程式を損失関数で制約条件として考慮して，物理

現象の順解析・逆解析を行うニューラルネットワークであ

る 1)2)．現時点では，Raissi らが扱った流体の非線形偏微分

方程式など基礎物理問題を対象に求解やパラメータ推定に

おける性能を調べる研究が多く，工学問題の意思決定に資

する現象の予測やパラメータ推定への適用性検証はまだ少

ない．近年の土木分野では構造物の建設や維持管理，災害

リスク評価や対応のため，構造物全体の大規模な数値モデ

ルを構築して，想定外力に対する挙動解析や物性値など未

知パラメータの推定を行う問題が多くなっている．その中

でも著者らは，地震や豪雨で発生する斜面崩壊で形成され

る河道閉塞天然ダムの挙動予測など，大規模な地盤災害現

場の予測や評価に関する数値解析への適用を検討している．

そこで本研究では，この地盤問題への PINN 適用を念頭に，

第一段階の基礎検証として圧密方程式を対象に，求解精度

と計算コストに着目して PINN への検証を行った． 

 

２．PINNの概要 

PINN の基本的な構造は Fig. 1 のようになっている．図中

では地盤圧密方程式の形である拡散方程式を損失関数で考

慮する偏微分方程式(PDE)として例に示しているが，この

場合は，時間 t と位置座標 x を入力で u (t, x)が出力となる

ニューラルネットワーク(NN)を構築する．このとき，出力

u に対して自動微分で時間や位置に対する偏微分を計算で

き，任意の(t, x)に対する偏微分方程式の代入値 f (t, x)を計

算できる．ここで f (t, x) = 0 となるときに，物理支配方程式

を満たすことになる．損失関数は下の式(1)に示すように，

初期条件と境界条件を考慮する項 MSE u と，偏微分方程式

を満たす f (t, x) = 0 を考慮する項 MSE fの和で表す． 

 u fLoss MSE MSE= +                 (1) 

ここで各項は 
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であり，式(2)の Nuは時間 t と位置 x の座標空間内で初期条

件(0, x) と境界条件(t, 0) となる任意の点の数であり，対象と

する時間と位置領域で均等にそれぞれサンプリングした．

一方，式(3)の Nfは偏微分方程式 f (t, x) = 0 を考慮する代入

点(t 
ｊ, x j)の数であり，解の対象とする(t, x)領域から実験計

画法でサンプリングして構成する．本研究では，準モンテ

カルロ法の Sobol 列でサンプリングを行った．そのうえで，

損失関数の最小化を行うようニューラルネットワークの学

習を行う．本研究では Matlab で PINN のコードを構築し，

9 層 20 ニューロンの構造として，最適化法に Adam を適用

しエポック 100 バッチサイズ 50 で学習を行った． 

 

 
Fig. 1 Structure of PINN 
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(a) Solution of PDE        (b) PINN w/ normalization    (c) PINN w/ normalization        Fig. 3 Incline colocation 

and incline colocation points        points 

Fig. 2 PINN solution result after normalization 

 

３．圧密方程式の求解 

本研究では，上下両面が排水条件の深さ 5m の飽和粘土

層に P =10 kN で上載荷重が与えられた時を t =0 sec とし

て，時間 t (0 ≤ t ≤ 100,000 sec)での過剰間隙水圧 u の変化を

求める問題を対象とした 3)．この支配方程式は，次式(4)に

示すTerzaghiの圧密方程式で，初期条件 I.C.と境界条件B.C.

も下記のように記述できる． 

 ( )
2

2
, v

u u
f t x C

t x

 
= −
 

                (4) 

B.C.: ( , 0) 0u t = , ( , 5) 0u t =   I.C.: ( , 0)u x P=  

ここで，u は過剰間隙水圧，t は時間，x (0 ≤ x ≤ 5 m)は粘土

層深さ方向の位置，Cvは圧密係数，P は上載荷重である．

圧密係数 Cvは粘性土で 2×10-5 m2/s に設定した．この偏微

分方程式の過剰間隙水圧 u (t, x)の差分法での求解結果を

Fig. 2(a)に示す．これをPINNで導出することが目的である． 

 

４．PINNによる圧密方程式の求解結果 

はじめに，式(4)で PINN の入力である時間 t と距離 x，出

力の過剰間隙水圧 u，圧密係数 Cvを正規化せずに PINN を

構築した．すると解空間全体で自明解 0 が出力され，適切

な求解を行えなかった．そこで，これらの変数とパラメー

タを相似則で正規化することを考えた．例えば相似比を

10,000 とすれば，表 1 のように変換できる．これで PINN

を構築すると Fig. 2(b)のように求解を行えた．このとき，

t=0 で I.C.を考慮する点を 50 点，B.C.は x = 0, 5 m に 25 点

ずつで Nu =100 とし，コロケーションポイントは Nf = 10,000

とした．しかし Fig. 2(b)中で見られるように，特に t =0 sec

に近い領域，すなわち載荷直後の過剰間隙水圧 u が急峻に

変化する領域で Fig. 2(a)と整合する u の分布が得られず，

特に(t, x) = (0, 0), (0, 5)近傍では負値を示した． 

 そこで次に，Fig. 3 に示すように t =0 に近い領域でコ

ロケーションポイントを集める傾斜配置での求解精度向上

を考えた．解の対象空間(t, x) = ([0, 100,000], [0, 5])の t=0 付

近を領域 A，空間全体を領域 B とし，各領域に対してコロ

ケーションポイントを生成した．総点数 Nf を 10,000 に固

定し，領域 A 点数と領域 B 点数の比率を変化させて，求解

精度を比較した結果が Fig. 4 である．ここでは A の領域を

t =0~10,000 sec と t =0 ~5,000 sec の 2 パターンで検証した．

求解精度は，解空間に 1000×500 で格子に配置した評価点

座標での PINN 出力値と求解値で得る平均二乗誤差(MSE)

で調べた．その結果，傾斜配置の効果は高く，特に A:B が

1:9 や 3:7 のとき大きな求解精度の改善がみられた． 

さらに，コロケーションポイント総数 Nfは PINN の学習

効率に大きく影響することが，事前検討で把握できていた． 

Table 1 Normalization of PDE parameters 

Similarity ratio 1 10,000 

Load P [Pa] 10,000 1 

Time t [s] 0~100,000 0~10 

Consolidation coefficient Cv [m2/s] 0.00002 0.2 

 

 
Fig. 4 Comparison of accuracy by tilted arrangement 

 

そこで，傾斜配置による求解精度の向上効果を用いて Nf

を減らして事で計算コストを抑えることを考えた．傾斜配

置の領域は t =0 ~5,000 sec とし，A:B=3:7 と固定して，Nfを

変化させたときの MSE を調べた結果，Nf =5,000 で Nf 

=10,000 と同等の精度を比較的高い安定性で得られた．  

 

５．結論 

PINN を地盤圧密方程式の求解に適用し，相似則による

正規化とコロケーションポイントの傾斜配置によって，求

解精度の向上と計算コストの低減をはかれることを示した．

今後は NN の出力に圧密係数 Cvを加えて，偏微分方程式の

求解と同時にこの地盤物性値の推定を行う．また複数層の

地盤圧密問題，より複雑な問題への適用を検討していく． 
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