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Increasing frequency of heavy rainfalls have been drawing attention to expected flood and sediment disasters, 

which are often modeled as single-phase flow for simplicity; however, it is challenging to estimate the 

equivalent material parameters as empirical laws and man-powered iterations are introduced. In this context, 

we focus on PINNs (Physics-Informed Neural Networks) applicability to inverse problems and investigate the 

improvement by data sampling measures. We present its accuracy is improved with the use of POD (Proper 

Orthogonal Decomposition) to extract spatial features, instead of the conventional random sampling.  

 

１．緒言 

過去 50 年間で，「猛烈な雨」とされる 1 時間降水量 80mm

以上の年間発生回数は急増しており，同傾向は今後も継続

すると予想される．近年では，豪雨災害に誘発される土砂

災害の頻発化により，数値解析による災害の再現・予測が

要求されている．土砂災害は一般に水と土砂が混ざり合う

混相流問題であるが，計算資源の低減・広域解析の実現の

ため巨視的に等価な単相流へ置き換えられることが多い．

こうした等価物性値の同定には，人的反復や経験則が導入

されることが多く，未だ議論の余地が残されている． 

本研究では上記を，観測値から物理パラメータを推定す

る逆問題と読み替え，対象となる物理現象の支配方程式を

損失関数に組み込んだ PINNs （Physics-Informed Neural 

Networks）1)を用いて当該流体の密度と動粘性係数を推定す

る．従来の PINNs 逆解析では，観測量を時空間的にランダ

ムサンプリングすることが主流であったが，本研究では固

有直交分解（POD: Proper Orthogonal Decomposition）による

特徴抽出を行い，逆解析の効率化・高精度化を検討した． 

 

２．問題設定 

先行研究 1), 2)に倣い，障害物背面で発生するカルマン渦

の流れ場から流体の密度と動粘性係数を推定する問題を取

り上げ，OpenFOAM を用いて教師データを作成した．Fig. 

1 に示す16(m) × 40(m)の矩形領域（Fig. 1 内 Computational 

Region）内に1(m) × 1(m)の不透水性四角柱を設置し，左端

境界に一様流速1(m s⁄ )，右端境界には圧力0(Pa)，上下境界

にはすべり条件を与えた．時間増分は0.1(s)とし，実時間

20(s)の解析を実施した．また，密度と動粘性係数は𝜌 =

1.0(kg m3⁄ )，ν = 0.01(m2 s⁄ )とし，教師データは四角柱背面

の小領域（Fig. 1 内 Learning Region）から取得した 1), 2)． 

３．PODによるモード分解 

従来，PINNs による逆解析ではランダムなデータサンプ

リングが行われてきたが，時空間的に分布するデータには

時間的・空間的特徴が存在し，これらは POD により切り分

けることができる 3), 4)．時空間分布するデータ行列を𝑫とす

ると，POD により以下のように分解することができる． 

𝑫 = 𝜜𝜞𝜝⊤ 

=∑𝛾𝑚𝜶𝑚𝜷𝑚
⊤

𝑀

𝑚

 
(1)  

ここで，𝑫は列方向にデータの空間分布を，行方向に時間

分布を保持するものとする．また，𝜜は𝑫の空間モードを，

𝜝⊤は時間モードを表し，𝜞は特異値を要素とする対角行列

である（𝛾𝑚+1 ≥ 𝛾𝑚）．なお，𝜶𝑚，𝜷𝑚
⊤は第𝑚次空間・時間モ

ード成分を，上付き文字(⋅)⊤はベクトル・行列の転置を示す．

Fig. 2 には，Learning Region 内の水平速度分布とその主要

な空間モードを示す． 

 

４．Physics-Informed Neural Networksによる逆解析 

PINNs は，二乗誤差に加え自動微分 5)により算出される

支配方程式との整合性を考慮した学習を行う．非圧縮性流

れを対象とする本研究では，その損失関数ℒを以下のよう

に定義した． 

ℒ = 𝑤DataℒData + 𝑤PDEℒPDE (2)  

ℒData =
1

𝑁Data
∑ (𝒖𝑖 − 𝒖̂𝑖)

2 + (𝑝𝑖 − 𝑝̂𝑖)
2

𝑁Data

𝑖

 (3)  

ℒPDE =
1

𝑁PDE
∑(∇ ⋅ 𝒖̂𝑗)

2
+ (

𝐷𝒖̂𝑗

𝐷𝑡
+
1

𝜌̂
∇𝑝̂𝑗 − 𝜈̂∇2𝒖̂𝑗)

2𝑁PDE

𝑗

 (4)  

ここで，ℒDataは教師データとの二乗誤差，ℒPDEは支配方程

式との整合度を評価する損失項であり，本研究ではそれぞ

れ「データ損失」，「物理損失」と呼ぶこととする．𝑤Data，

 
Fig. 1 Problem setup 

 
Fig. 2 Schematic of proper orthogonal decomposition 
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𝑤PDEは各損失項に与える重みである
2)（本研究では𝑤Data =

𝑤PDE = 1.0）．𝒖𝑘，𝑝𝑘は速度，圧力に関する教師データであ

り，𝒖̂𝑘 = 𝒖̂(𝒙𝑘 , 𝑡𝑘)，𝑝̂𝑘 = 𝑝̂(𝒙𝑘 , 𝑡𝑘)は対応する PINNs予測値，

𝜌̂，𝜈̂は各パラメータの推定値を示す．また，𝑁Dataはデータ

損失評価点数（教師データ数），𝑁PDEは物理損失評価点数で

あり，本研究では 10 タイムステップ毎に𝑁Data = 50，

𝑁PDE = 250だけ取得した．なお，𝒖̂，𝑝̂は入力値𝐱 ≔ (𝒙, 𝑡)に

対するネットワーク出力値𝐲̂ ≔ (𝒖̂, 𝑝̂)として得られる．層数

𝐿のネットワークにおける第𝑙(= 1, 2,⋯ , 𝐿)層の出力値は，

以下により与えられる． 

𝐳𝑙 = σ𝑙(𝐖𝑙 ⋅ 𝐳𝑙−1 + 𝐛𝑙) (5)  

ここで，𝐳0 = 𝐱，𝐳𝐿 = 𝐲̂であり，𝐖𝑙，𝐛𝑙，σ𝑙(⋅)は第𝑙層にお

ける重み，バイアス，活性化関数である．本研究では，ネ

ットワーク構造は中間層を 9 層，1 層当たりのニューロン

数を 64 として活性化関数にはtanh(⋅)を採用し 1), 2)，L-

LAAF6)を加えたAdam7)による 100,000エポックのフルバッ

チ学習を行った． 

４．１．ランダムサンプリング 

式(3)に示す通り，PINNs による逆解析では教師データの

サンプリングが必要となる．従来の PINNs 逆解析に用いら

れてきたランダムサンプリング 1), 2)では，Learning Region

内から一様抽出を行う（Fig. 2 左側参照）．Fig. 2 内では，

データのサンプリング点を×印で示している．しかしなが

ら，同手法は時空間上に存在するデータの特徴を反映した

ものではなく，非効率的なデータサンプリングである． 

４．２．PODサンプリング 

本研究では POD サンプリングを提案する．POD サンプ

リングでは，式(1)に示すように時空間分布するデータを

POD 解析し，特に空間特徴が強く発現する領域から重点的

にサンプリングを行うことで空間特徴量を考慮したデータ

の抽出が可能である（Fig. 2 右側参照）．本研究では水平速

度を POD 解析し，第 1~5 次モードで空間特徴が極大化す

る領域から 10 点ずつサンプリングすることで，10 ステッ

プ当たり𝑁Data = 50が満足されるよう調整した． 

 

５．解析結果 

ランダムサンプリングと POD サンプリングによる逆解

析結果として，学習終了直前の 1,000 エポック間における

𝜌̂，𝜈̂の平均値と標準誤差を Table 1，および Table 2 に示す．

Table 1，Table 2 より，ランダムサンプリングと POD サン

プリングの両者で 𝜌̂， 𝜈̂が真値（𝜌 = 1.0(kg m3⁄ )， ν =

0.01(m2 s⁄ )）を推定できているが，それぞれを比較すれば，

後者によるパラメータ推定値が前者より高精度であること

が確認できる．両者で同一のネットワーク構造，学習アル

ゴリズムを用いたことから，以上の逆解析の高精度化は

POD サンプリングによる空間特徴を抽出した学習による

ものと結論付けることができ，提案法である POD サンプ

リングの優位性が確認できる． 

   

Table 1 Summary of density (𝜌̂) estimate 

(Mean ± standard error × 10−6) 

𝜌̂ Random POD (Ours) 

Estimate (kg m3⁄ ) 1.0128 ± 1.37 1.0117 ± 1.14 

Error (%) 1.28 1.17 

   

Table 2 Summary of kinematic viscosity (𝜈̂) estimate 

(Mean ± standard error × 10−8) 

𝜈̂ Random POD (Ours) 

Estimate (m2 s⁄ ) 0.01128 ± 7.62 0.01106 ± 8.58 

Error (%) 12.79 10.62 

６．結言 

本研究では PINNs の逆解析への適用性に着目し，時空間

に分布するデータを POD により時間・空間依存性を分離

して，空間特徴が集中する領域からサンプリングすること

で逆解析精度が向上することを確認した．本研究では特に

水平速度を POD 解析し，その上位 5 つの空間モードに基

づいたサンプリングを行ったが，鉛直速度・圧力を POD 解

析することも可能である．今後は POD 解析する物理量に

よる解析精度の変動を検討する計画である．また，各モー

ドには特異値𝛾𝑘が存在し，これは全モード中における第𝑘

次モードの重要度と見ることができる．本研究では各モー

ドから 10 点ずつのデータ抽出としたが，モード毎にサン

プリング点数を変化させるべきかについても検討する． 
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