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In a non-destructive estimate using topological derivatives, candidate cracks are found from the distribution
of the toological derivatives. A determination of correct cracks from the candidate cracks using LASSO is
considered in the paper. We compute the coefficient matrix using BEM for 2D Laplace crack problems in
two ways and determine the correct cracks solving the algebraic equation for the sparse vector.

1. はじめに
本研究では、２次元散乱波動場でのトポロジー導関数を

用いた定量的非破壊評価への応用を意識し、圧縮センシ
ングの代表的な手法である LASSO(L1最適化手法)1)–3) を
用いて、2次元無限領域に存在するクラックの位置を決定
する問題を考える。服部・吉川の先行研究4) では、トポロ
ジー導関数の分布を用いて向きや長さが決定されたクラッ
クの候補を選び出し、候補クラックの配置ごとに目的汎函
数を計算し、目的汎函数の値が最小となる候補クラックの
組み合わせをクラック配置として決定する逆解析を行って
いる。しかし、候補クラックの数が多い場合には、目的汎
函数の計算に多くの計算量を要するという課題が存在して
いる。そこで本研究では、先行研究におけるトポロジー導
関数の分布から推定される候補クラックから LASSOを用
いて正解のクラックの決定を試みる。

2. LASSOを用いたクラック決定
2.1. スパースモデリングによるクラック決定

Fig. 1のような 𝑁 本のクラック 𝑆 𝑗 , 𝑗 = 1, · · · , 𝑁 を持つ
２次元無限領域 R2 におけるポテンシャル 𝑢 についての次
の境界値問題を考える。

Δ𝑢 = 0 , 𝒙 ∈ R2 \ 𝑆 (1)
𝜕𝑢

𝜕𝒏
(𝒙) = 0 , 𝒙 ∈ 𝑆 (2)

𝜙(𝒙) = 0 , 𝒙 ∈ 𝜕𝑆 (3)
𝑢(𝒙) → 𝑢∞ (𝒙) as |𝒙 | → ∞ (4)

ここに、𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∪ · · · ∪ 𝑆𝑁 で、𝒏はクラックの単位法
線ベクトル、𝜙はクラックの開口変位で 𝜙 = 𝑢+ − 𝑢−、𝑢±は
クラックの法線が向いている (向いていない)方向のポテン
シャル 𝑢のクラックへの法線方向の極限である。また、𝑢∞
は遠方でのポテンシャルで既知関数である。このとき、ク
ラックの開口変位と問題の解は次の積分方程式 (5), (6)で
得られる5)。
𝜕𝑢∞ (𝒙)
𝜕𝒏𝒙

= −p.f.
𝑁∑
𝑗=1

∫
𝑆 𝑗

𝜕2𝐺

𝜕𝒏𝒙𝜕𝒏𝒚
(𝒙, 𝒚)𝜙(𝒚) 𝑑𝑆𝑦 , 𝒙 ∈ 𝑆 (5)

𝑢(𝒙) = 𝑢∞ (𝒙) +
𝑁∑
𝑗=1

∫
𝑆 𝑗

𝜕𝐺

𝜕𝒏𝒚
(𝒙, 𝒚)𝜙(𝒚) 𝑑𝑆𝑦 , 𝒙 ∈ R2 \ 𝑆 (6)

ここに、p.f.は発散積分の有限部分、𝐺 は２次元ラプラス
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Fig. 1 Crack problem for 2D Laplace eq.

方程式の基本解であり、
𝐺 (𝒙, 𝒚) = − 1

2𝜋
log|𝒙 − 𝒚 | (7)

である。
Fig. 1の 𝑁 本のクラックを、先行研究4) においてトポロ
ジー導関数の分布から得られる候補クラックであるとす
る。正解のクラックの本数を 𝐾 (< 𝑁) として、領域 R2 \ 𝑆
内の 𝑀 > 𝑁 となる 𝑀 個の観測点 𝒙𝒊 , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑀 で計測
されたポテンシャル 𝑢mes (𝒙𝒊) より、正解の 𝐾 個のクラッ
クを決定する問題を考える。具体的には次の代数方程式を
K-スパースなベクトル 𝝃 について解く。

𝐴𝝃 = 𝒃 (8)

{𝐴}𝑖 𝑗 :=
∫
𝑆 𝑗

𝜕𝐺

𝜕𝒏𝒚
(𝒙𝒊 , 𝒚)𝜙(𝒚) 𝑑𝑆𝑦 (9)

{𝒃}𝑖 := 𝑢mes (𝒙𝑖) − 𝑢∞ (𝒙𝑖) (10)

2.2. 係数の選定
代数方程式 (8) において、候補クラックの開口変位

𝜙(𝒚), 𝒚 ∈ 𝑆 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑁 を求めることができず、係
数 {𝐴}𝑖 𝑗 を一意に決めることはできない。実際、正解でな
い候補クラックは存在しておらず、そのクラックに対応す
る開口変位など存在しない。そこで本研究では、次の２つ
のケースを考えて係数行列 {𝐴}𝑖 𝑗 を決定し、正解クラック
を決める逆解析を行う。

(ケース 1)
領域 R2 に 𝑁 本の全ての候補クラックが存在してい
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Fig. 2 候補クラック (左)と正解のクラック (右)

ると仮定し、式 (5) より各候補クラックの開口変位
𝜙(𝒚), 𝒚 ∈ 𝑆 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑁 を求め、その値を用いて係
数行列 {𝐴}𝑖 𝑗 を求める。このように求めた係数行列を 𝐴all
と呼ぶ。

(ケース 2)
領域 R2 に 𝑗 番目の候補クラックが 1つだけ存在している
と仮定し、境界積分方程式
𝜕𝑢∞ (𝒙)
𝜕𝒏𝒙

= −p.f.
∫
𝑆 𝑗

𝜕2𝐺

𝜕𝒏𝒙𝜕𝒏𝒚
(𝒙, 𝒚)𝜙(𝒚) 𝑑𝑆𝑦 , 𝒙 ∈ 𝑆 (11)

より、開口変位 𝜙(𝒚), 𝒚 ∈ 𝑆 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑁 をそれぞれ求
め、その値を用いて係数行列 {𝐴}𝑖 𝑗 を求める。以下、この
ように求めた係数行列を 𝐴one と呼ぶ。

2.3. LASSOを用いたクラック決定
座標勾配法を用いて、argmin

𝝃

1
2 |A𝝃 − 𝒃 |22 + 𝜆∥𝝃∥1となる

最適なベクトル 𝝃optを計算する。なお、| · |2は 𝐿2ノルム、
∥ · ∥1 は 𝐿1 ノルム、𝜆はパラメータである。

3. 数値解析例
向きと長さが既知の 6 本の直線の候補クラック 𝑆1, 𝑆2,

𝑆3, 𝑆4, 𝑆5, 𝑆6 (𝑁 = 6)を考える。候補クラックの中心の座標
とクラック長と傾きは Table 1の通りとする。𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 は
近い位置に存在する同じ向きと長さをもつ候補クラックで
ある。この候補クラックのうち、𝑆2 と 𝑆4 を正解のクラッ
クとする。正解のクラックを未知として、LASSOにより
正解のクラックの決定を試みる。なお、半径が 10の円周
上等間隔に 𝑀 = 18点の観測点 𝒙𝒊 を配置する。𝑢∞ (𝒙) = 𝑥2
とし、座標勾配法で用いたパラメータ 𝜆 の値は 10−12 と
した。

Table 1 候補クラックの中心座標とクラック長と傾き
候補クラック 中心座標 クラック長 傾き

𝑆1 (-3.0,2.4) 2.0 0.8
𝑆2 (-3.0,2.0) 2.0 0.8
𝑆3 (-3.0,1.6) 2.0 0.8
𝑆4 (4.0,-1.0) 3.0 0.0
𝑆5 (0.0,-4.0) 1.0 -0.2
𝑆6 (5.0,-4.0) 1.0 -1.0

2つの係数行列 𝐴one, 𝐴allを用いてクラック決定を行った
際の、各ベクトルの遷移は以下の Table 2, 3のようになっ

Table 2 𝐴allを用いたクラック決定
１回目 ２回目 ３回目 4回目 5回目

𝜉1 0.4751 0.4602 0.4711 0.4710 ———
𝜉2 0.4422 0.4444 0.4465 ——— ———
𝜉3 0.6028 0.6012 0.6002 0.7731 0.6851
𝜉4 1.6524 1.6513 1.6520 1.3460 0.9924
𝜉5 -0.0962 ——— ——— ——— ———
𝜉6 -0.0368 -0.0660 ——— ——— ———

Table 3 𝐴one を用いたクラック決定
１回目 ２回目 ３回目 4回目 5回目

𝜉1 0.2287 0.2177 0.2212 ——— ———
𝜉2 0.2682 0.2707 0.2713 0.7982 0.9723
𝜉3 0.4746 0.4731 0.4729 0.1191 ———
𝜉4 0.5312 0.5310 0.5310 0.5307 0.5313
𝜉5 -0.1104 ——— ——— ——— ———
𝜉6 0.0004 -0.0465 ——— ——— ———

た。𝐴all を用いた場合は 𝜉2 成分が１回目の最適化計算の
段階から、𝜉1,𝜉3よりも小さな値となっている。正解である
はずの候補クラック 𝑆2 が３回目の最適化計算段階で棄却
されてしまい、正しく正解のクラックを推定できていない
結果となってしまった。一方で、𝐴oneの場合は平行な 3つ
の候補クラックである 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 の中で、𝑆1 をはじめに棄
却できたために正しくクラックの位置を決定できた。

4. 結論
本研究では、LASSOを用いて２次元無限領域に存在す
るクラックの決定解析を行った。向きがバラバラで候補ク
ラックがある程度離れた位置にある場合や候補クラックの
向きが酷似し間隔が近い場合のいずれにおいても、候補ク
ラックが 1 つずつ存在していると仮定して影響係数を求
めることでクラックの位置を決定することができた。一方
で、候補クラックが全て存在していると仮定して影響係数
を求める場合、候補クラックの向きが酷似し間隔が近い場
合は正解クラックの決定は困難であった。本研究ではラプ
ラス方程式において正解のクラックを決定する問題を考え
たが、先行研究4) では２次元散乱波動場で正解のクラック
の推定を行っており、本研究のクラック決定手法が２次元
散乱波動場においても同様に決定可能であるかどうか、さ
らにその精度を検討することも今後の課題である。
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