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It is known that the Foldy interaction model for point-like scatterers is very popular during this decade of
research history. This paper deals with a problem of causality during interaction of point-like scatteres by
means of the Foldy model. We investigate the distribution of eigenvalues of the operator of the scattering
model on the complex frequency plane. We show that all of the eigenvalues are simple and present whole of
the complex plane even on a lower half-plane. We show that the eigenvalues on a lower half-plane disturbs
the causality of the scattered wave field.

1. はじめに
波動場の波長の空間スケールに比べ，散乱源の空間ス

ケールが非常に小さい場合，散乱源は Diracのデルタ関数
を用いた点散乱源として数学モデルが構築される．歴史的
にはこの散乱源のモデルは 1930年代から Fermiの擬似ポ
テンシャル (pseudo potential)として原子核物理で用いられ
てきている1)．Foldyは，点散乱源の分布の統計的な扱いを
出発点として，点散乱源の相互作用における発散の問題を
回避する手法を 1945年に発表している.2) さらに，それか
ら 50年以上のちに，Hu and Siniは作用素論に基づく繰り
込み理論によって，Foldyの相互作用モデルの正当化する
試み3) もなされ現在に至っている．Foldyが論じているよ
うに，点散乱源の相互作用の問題は，核物理だけでなく，
古典的な連続体力学においても，たとえば，花崗岩中の結
晶による音波の散乱，水蒸気による光の散乱など，応用力
学の場においても活躍の場が期待できる．
本研究では，Foldyモデルによる点散乱源の相互作用が，

時間域での散乱波動にどのような影響を与えるかの考察
を，Foldyモデルに付随して現れる方程式の固有値分布に
着目し, Foldyモデルによる波動応答は，因果性を乱す成分
を含んでいることを示す．

2. 場の基礎方程式ならびに Foldyによる点散乱源の相互
作用モデル
基礎方程式として次のスカラー場の波動方程式を扱う．(

`∇2 − d(x) m
2

mC2

)
D(x, C) = 0,

(
(x, C) ∈ R3 × R

)
(1)

ここに，`はせん断弾性係数，∇2 はラプラシアン，dは質
量密度，xは空間座標，Dは変位場，xは空間座標, Cは時間
である．点散乱源の存在によって，質量密度は空間座標の
関数である．波動場の質量密度は # 個の点散乱源で，次式
のように表されると仮定する．

d(x) = d0 +
#∑
U=1

dUX(x − ~U) (2)

ここに，d0はバックグラウンドの波動場の質量密度，dUは
点散乱源の散乱強度，~U は点散乱源の位置ベクトル，X(·)
は Diracのデルタ関数，点散乱源の記述に用いた添え字の
Uは点散乱源の識別に用いるパラメータである．Foldy2)に
基づき，基礎方程式として次式を用いる．

(
`∇2 + d(x)l2) D̂(x) = 0,

(
x ∈ R3

)
(3)

ここで変位場の表記に用いた ˆ は関数が周波数域にあるこ
とを示す．
式 (3)の解を Green関数で表現すると，次式となる．

D̂(x) =

#∑
U=1

dUl
2�̂(x, ~U)D̂(~U) + D̂ (� ) (x),

(x ∈ R3 \
#⋃
U=1

~U) (4)

ここに，D̂ (� ) は入射波，�̂は Green関数で次式で表される．

�̂(x, ~) = 1
4c` |x − ~ | exp(−8: |x − ~ |) (5)

ただし，: はバックグラウンドの媒質の波数で

: = l/2, (2 =
√
`/d0) (6)

である．また 2は波動伝播速度である．
式 (4)を用いて，波動場を決定するためには散乱源位置
での D̂(~U)を知る必要がある．そのために x → ~U の極限
移行によって，相互作用方程式を構成する．この極限移行
のプロセスで Green関数の特異性から，発散の困難が生じ
ることになる．Foldyは点散乱源は自分自身とは相互作用
を行わないとして発散を回避する．このとき，相互作用方
程式は次式となる．

#∑
U=1

�VUD̂(~U) = D̂ (� ) (~V), (V = 1, . . . , #) (7)

ここに，�VU は相互作用方程式の係数行列で

�VU =

{
1 (U = V)
−dUl2�̂(~V , ~U) (U ≠ V) (8)

となる．以下では，相互作用方程式を用いて波動場を決定
し，Fourier逆変換で時刻歴応答を構成する．そして係数行
列の固有値分布から，その時刻歴応答を考察する．なお，
時刻歴応答の考察においては，時間域の Green関数が次式

�(x, ~, C) = 1
4c`

X

(
C − |x − ~ |

2

)
(9)

であることを用いる．
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3. 数値計算例
解析モデルを Fig. 1に示す．簡単のため，ここでは点散

乱源の数を 2とする．図中の赤のドットは振源の位置で原
点に置く．また，青のドットは点散乱源の位置とする．簡
単のため，点散乱源の数は 2とし，図に示すように scatterer
1と scatterer 2として識別する．波動場は ` = 4 GPa, 2 =1.41
km/s, 点散乱源の強度を 0.1 mg とする．この条件の下で，
点散乱源 1に入射波が到達する時間は 1 `s,点散乱源 2に
入射波が到達し，そこで生じた散乱波が散乱源 1に到達す
る時間は 4 ` sとなる．Fig. 1では点散乱源間の距離を波動
の到達時間で表現している．
振源においては外力として，次の時刻歴波形を与える．

5 (C) = exp(−0C2), (0 = 150[`s−2]) (10)

この時，Green関数との合成積によって，時間域での入射
波動場は次式となる．

D (� ) (x, C) = 1
4c` |x | exp

(
−0(C − |x |/2)2

)
(11)

また，周波数域での入射波動場は

D̂ (� ) (x, C) = 1
4c` |x |

√
c

0
exp

(
−l2

40
− 8l

|x |
2

)
(12)

となる．
Fig. 2は相互作用方程式の係数行列の行列式がゼロとな

る，複素平面上での点，すなわち

det �VU (l) = 0 (13)

を満たす l(すなわち，固有値）をプロットしたものであ
る．固有値の探索は Newton法をベースとして，Newton法
で必要となる導関数の計算は Goursatの定理で周回積分で
行った．また，固有値は複素上半平面のみならず，下半平
面にも存在することが認められる．固有値は虚数軸に対称
に分布する．二つの散乱源の強度が等しい場合には，この
事実は数学的に証明可能である．

Fig. 3は，散乱源 1における時刻歴応答である．時刻歴
応答は周波数応答を FFTで逆変換した結果と Fig. 2の固
有値を用いて留数定理から計算した結果を比較している．
入射波到達前後の微小な振動も含め良好に一致している．
Fig.3の Time windowでは，scatterer 2からの波動は到達し
ないはずである．また，式 (11)から入射波到達前後での微
小な振動も本来はあり得ないはずである．詳細な考察は紙
面の都合上，割愛せざるを得ないものの，これらの微小振
動は，下半平面の固有値をからの寄与であり，非因果的な
シグナルと考えることが可能である．

4. 結論
本研究では，Foldyモデルに伴う，散乱波動場の考察を

行った．波動場の固有値が複素周波数平面の下半平面に存
在することで，非因果的な挙動が散乱波動場で認められた
ことになる．しかし，Foldyモデルそのものは，統計論的
な議論の上で構築されており，この意味でも点散乱源の分
布は確率論的に扱うことが正当であろう．こうした観点で
点散乱源の相互作用や因果性の問題に踏み込む必要がある
と考えられる．
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Fig. 1 Analyzed model

Fig. 2 Distribution of eigenvalues in the complex angular
frequency plane

Fig. 3 Time history of response at the scatterer1
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