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The purpose of this paper is to introduce a new non-gaussian phenomenon in the civil engineering fields. We 

develop a method to calculate the earthquake motion phase as a function of the circular frequency without the 

unwrap procedure. First, we define a mean gradient of phase by dividing the phase difference with the circular 

frequency interval. We discuss the probability density characteristics of the mean gradient of phase and find it 

is obeyed the Levy-flight distribution, which means that the men phase gradient is non-gaussian. We compare 

the autocorrelation characteristics of the mean phase gradient obtained from an observed acceleration time 

history and theoretically obtained autocorrelation characteristics by using the fractional Levy-flight process. 

 

１．はじめに 

 

非ガウス現象として特徴づけられる最も顕著な事例は、

株価の対数収益率が Levy-flight確率密度関数に従うことで

ある。この結果、オプション価格の決定に用いられてきた

ブラックショールズの理論 1）が書き換えられている。また、

流体の乱流解析では、拡散現象が重要な役割を果たし、ブ

ラウン運動では説明しきれない異常拡散現象を解析するの

に、Levy-flight 分布に従うランダムウオーク理論を用いて、

乱流解析を行うのが主流になってきている。特に、プラズ

マの安定性に関して、Levy-flight 分布が重要な役割を持つ

ようになってきている。また、Levy-flight 分布に従うラン

ダムウオーク理論を用いた探索の最適化を行う研究 2）も行

われるようになってきている。こうした観点から、土木工

学の分野において、Levy-flight 分布関数に従う新しい現象

を解説するのが本研究の主目的である。 

 

２．観測加速度時刻歴から求められる位相特性 

 

観測加速度時刻歴を𝑥(𝑡)とし、そのフーリエ変換を𝑋(𝜔)

とする。𝑡は時間で、𝜔は角振動数である。ここで用いる観

測加速度時刻歴は 1973 年釧路沖地震の際に釧路気象台で

観測された NS 成分で、提供されている離散時間間隔

は.0.02 秒で、離散点個数は 15000 である。角振動数領域で

の分解能を上げるため、ゼロパディング操作を行った。す

なわち、時刻歴の後半にゼロを付け加え、離散点総数を225

とした。角振動数領域での離散間隔を𝑑0𝜔とすれば、𝑑0𝜔 =

100𝜋 225⁄ ラジアンとなる。この角振動数間隔で𝜔を離散化

すれば、𝜔𝑙 = 𝑙 ∙ 𝑑0𝜔と角振動数が離散化される。離散角振

動数間隔を𝑘 = 2𝑛倍にした離散角振動数間隔を∆𝜔とすれ

ば、∆𝜔 = 𝑘 ∙ 𝑑0𝜔となる。一方、𝑋(𝜔) = 𝑅 + 𝑖𝐼 = 𝐴(𝜔)𝑒𝑖𝜙(𝜔)

と表現できる。𝑅と𝐼はフーリエ変換の実数部と虚数部であ

り、𝐴(𝜔)と𝜙(𝜔)はフーリエ振幅と位相である。 

FFT で𝑋(𝜔)を求めるとき、偏角位相を𝜙𝐴ラジアンとすれ

ば、それは𝜙𝐴 = 𝐴𝑟𝑔(𝑋(𝜔))として計算できる。Fig.１に釧

路記録の𝜙𝐴を描画した、図から明らかになるように、𝜙𝐴か

ら 角振動数の連続関数としての𝜙(𝜔)を求めるには、𝜙𝐴値

が−𝜋に近づいたとき、𝜋に近い値の𝜙𝐴に接続する操作が必

要になる。すなわち、𝜋に近づいた𝜙𝐴から-2𝜋を足込む操作

を行わなければならない。これはアンラップ操作と名付け

られている。角振動数は𝑑0𝜔間隔で離散化されているので、

𝜔𝑙と𝜔𝑙+1で𝜙𝐴の値は、𝜙𝐴(𝜔𝑙)と𝜙𝐴(𝜔𝑙+1)となる。この場合、

𝜙𝐴(𝜔𝑙)が−𝜋に近い値を取って、𝜙𝐴(𝜔𝑙+1)の値が𝜋に近い値

を取るものとする。この場合は𝑋(𝜔𝑙)が乗っているリーマ 

 
Fig.1 Argument phase 𝜙𝐴 (radian) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2 The probability density functions (PDFs) of MPG for 

Kushiro record with different circular frequency intervals 

that are defined by (𝑛 = 0,1, 2, 4,6,8,10.12) . All PDFs 

are coincided together, and its theoretical PDF is defined by 

the origin symmetrical Levy-flight distribution function with 

parameters of 𝛼 = 1.5 and 𝛾 = 5.9 (brown colored line) 
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ン面が問題になる。もし、𝑋(𝜔𝑙)と𝑋(𝜔𝑙+1)が同じリーマン

面上にあれば、𝜙(𝜔𝑙) =  𝜙𝐴(𝜔𝑙)とし、𝜙(𝜔𝑙+1)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙+1)

とすればよい。そうでなければ、𝜙(𝜔𝑙)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙)とした上 

で、𝜙(𝜔𝑙+1)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙+1) − 2𝜋としなければならない。これ

を可能にするのは、𝑋(𝜔𝑙)と𝑋(𝜔𝑙+1)が乗っているリーマン

面の数を最初から正確に数え上げる必要がある。両者のリ

ーマン面が同じなら、𝜙(𝜔𝑙)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙)で𝜙(𝜔𝑙+1)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙+1)

となる。そうでなくて、𝑋(𝜔𝑙)の乗っているリーマン面の数

が𝑞で、𝑋(𝜔𝑙+1)の乗っているリーマン面の数が𝑞 + 1である

のならば、𝜙(𝜔𝑙)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙)で、𝜙(𝜔𝑙+1)＝𝜙𝐴(𝜔𝑙+1) − 2𝜋とな

らなければならない。一方、リーマン面の数𝑞を正確に数え

上げるのは困難なので、正接位相の定義であるtan𝜙(𝜔) =

(𝐼 𝑅⁄ )を用いて、次式の位相増分𝑑𝜙(𝜔)を求める。  

𝑑𝜙(𝜔) =
𝑑𝐼 ∙ 𝑅 − 𝐼 ∙ 𝑑𝑅

𝑅2 + 𝐼2
 (1)  

さらに、𝑑𝜙(𝜔)を𝜔に関して積分して、𝜙(𝜔)を求める。その

上で、𝜙(𝜔)を線形遅れ部−𝜔𝑡0とそこからの変動部𝜓(𝜔)に

分解する。なお、以下の解析では、位相変動部𝜓(𝜔)を位相

と名付け、その確率特性を考察する。そのため、𝜓(𝜔)の離

散振動数間隔∆𝜔での差分∆𝜓(𝜔)を次式で定義する。  

∆𝜓(𝜔) =  𝜓(𝜔) − 𝜓(𝜔 − ∆𝜔) (2)  

𝜔を∆𝜔間隔で離散化したものを、改めて、𝜔𝑙 = 𝑙 ∙ ∆𝜔と表

わす。なお、次式で定義されれる𝑌(𝜔)を確率変数と考える。 

𝑌(𝜔) = ∆𝜓(𝜔) ∆𝜔⁄  (3)  

𝑌(𝜔)は𝜔の関数であるが、∆𝜔の関数でもある。これを位相

平均勾配と名付け MGP と呼ぶことにする。∆𝜔 = 𝑘 ∙ 𝑑0𝜔 =

2𝑛𝑑0𝜔であったので、𝑛 = 0,1,2,4,6,8,10,12と変化させた場

合について、𝑌(𝜔)の確率密度関数を描画したのが Fig.2 で

ある。図から明らかになるように、𝑌(𝜔)の確率密度関数は

∆𝜔の大きさによらず、おおむね一致していることが分かる。

これから、𝑌(𝜔)がフラクタル特性 3 )を有していることが判

明する。なお、赤点線は𝑁(0,8)であり、褐色太線はパラメ

ターが𝛼 = 1.5と𝛾 = 5.9で、原点対象のレヴィフライト確率

密度関数 4)で、𝑠(𝛼, 𝛾, 𝑌)と表わされる。赤点線は𝑁(0,8)の正

規分布である。これから、位相平均勾配(MGP)が非ガウス

特性を有することが分かる。  

 

３．位相平均勾配の相関係数 

 

𝑌(𝜔)を∆𝜔間隔で離散化し、𝑌𝑖 = 𝑌(𝜔𝑖)と置くと, これまで
の研究成果 5 )に基づけば、𝑌𝑖は次式で模擬できる。 

𝑌𝑖 = 𝛾𝐿 ( ∑ 𝑎𝑚𝑍𝑖−𝑚

𝐿

𝑚=1

+ 𝑍𝑖 + ∑ 𝑎𝑚𝑍𝑖+𝑚

𝐿

𝑚=1

) 

 
(4) 

{𝑍𝑙}は標準レヴィフライト確率密度関数𝑠(𝛼, 1, 𝑍)より独立同分

布で生成された乱数列であり、𝑎𝑚は次式で定義される。 

𝑎𝑚 =
1

2
{(𝑚 + 1)𝛽 − (𝑚 − 1)𝛽} (5) 

ここに、𝑚は正の整数であり、𝛽は次式で与えられる。 

 𝛽 = 1 − 1 𝛼⁄  (6) 
なお、𝑌𝑖はその構成から弱定常過程と考えてもよいので𝑌𝑖

を任意の離散点𝑘だけシフトしたものは次式で表現できる。 

𝑌𝑖+𝑘 = 𝑐 {∑ 𝑎𝑙𝑍𝑖+𝑘−𝑙

𝐿

𝑙=1

+ 𝑍𝑖+𝑘 + ∑ 𝑎𝑙𝑍𝑖+𝑘+𝑙

𝐿

𝑙=1

} (7) 

これから、𝑌𝑖の相関関数𝑅(𝑘)は次式で与えられる。 

𝑅(𝑘) = 𝐸[𝑋𝑖𝑋𝑖+𝑘] (8) 

相関係数𝜌(𝑘)は次式で定義できる。  

𝜌(𝑘) = 𝑅(𝑘) 𝑅(0),     𝑘 = 0,1, ⋯ , ∞⁄  (9) 

Fig.3 は釧路の加速度記録から𝜓(𝜔)を求め、式(3)に基づい

て𝑌(𝜔)の相関係数を数値的に求めた結果を薄水色のジグ

ザク細実線で表示した。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3. The autocorrelation coefficient of the mean gradient of 

Kushiro phase (zigzag light blue line) and theoretically 

derived one at the designated circular frequency (bule 

squares) 

 

なお、𝑘 = 0, 22, 24, 210, 218, 223, 224対して、式(9)に基づく

理論的な相関係数を青■で描画した。いずれの相関係数も

デルタ関数としての特性を有しているように見える。 
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