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　 This paper presents an application of Isogeometric analysis(IGA) for free surface flow analysis. In this
method, the free surface shape is expressed as a domain boundary with IGA technique based on the B-Spline
function. As for the moving boundary method, ALE method based on interface tracking approach is used.
For the fundamental research, several numerical examples are presented to demonstrate for the proposed free
surface flow analysis using IGA.

1. はじめに
自由表面流れは，土木工学分野において数多く存在し，

橋梁や堰などの河川構造物，防潮堤などの海洋構造物周辺
の流れ，スロッシングと呼ばれる加振される容器内の液体
振動などが挙げられる．このような工学的問題で重要なこ
とは，これらの流体挙動が構造物に及ぼす影響を外力とし
てその構造物の設計に反映さえることであり，そのために
は自由表面流れの流況を正確に把握し，評価する必要があ
る．また，構造物に作用する流体力を正確に評価するため
には，構造物を正確にモデル化し，局所的な流況を把握す
る必要があるため，自由表面を考慮した非圧縮粘性流体解
析が必要となる．
近年，T.J.R. Hughes らによって開発された Isogeometric

解析（IGA)法1), 2)が構造解析の分野において，注目されて
いる．IGAでは，汎用の CADソフトウェアでサーフェー
スの描画に用いられている B-Spline関数を FEMの基底関
数に直接利用するため，形状表現の誤差を気にすることな
く，また，メッシュ生成の手間をかけずにシミュレーショ
ンが可能となっている．
そこで本研究では，IGAを用いた自由表面流れ解析手法

の構築を目的とする．具体的には，構造物など解析対象を
CADの形状表現に用いられる Spline関数を有限要素解析
の基底関数に採用することで，CADで描かれた形状が近
似誤差が少なく解析可能となる IGAに着目し，自由表面流
れ解析を行う．また，Spline関数は高次の基底関数を容易
に導入できることから界面追跡法の１つである ALE法3), 4)

を用いて自由表面形状を直接的に解析をすることで，界面
形状の精度向上も期待できる．本論文では，数値解析例を
通して，本手法の有効性について検討を行う．

2. 解析手法
2.1. 支配方程式
本研究で用いる支配方程式は，非圧縮粘性流体におけ

る Navier-Stokesの運動方程式と連続式で以下のように表さ
れる．

𝜌
( 𝜕𝒖
𝜕𝑡

+ 𝒖̄ · ∇𝒖 − 𝒇
)
− ∇ · 𝝈 (𝒖, 𝑝) = 0 (1)

∇ · 𝒖 = 0 (2)

ここで，𝜌 は密度，𝒖 は流速ベクトル，𝒖̄ は相対速度であ
り，空間における流速と観測者の移動速度（節点移動速度）

𝑢̂の相対的な速度である．𝑝は圧力， 𝒇 は物体力ベクトル，
𝝈は応力テンソルである．また，Newton流体を仮定し，構
成則には次式を用いる．

𝝈 = −𝑝𝑰 + 2𝜇𝜺(𝒖) (3)

ここで，𝑰 は 2 階の単位テンソル，𝜇 は粘性係数であり，
𝜺(𝒖)は次式で定義される変形速度テンソルである．

𝜺(𝒖) = 1
2

(
∇𝒖 + (∇𝒖)T

)
(4)

2.2. NURBS基底関数
本研究では，NURBS基底関数を用いて IGAの解析を行
う．NURBS 曲線 𝑪 (𝜉) は，実空間上に配置されるコント
ロールポイント座標値により構成される位置ベクトル 𝑩𝑖

と NURBS基底関数 𝑅
𝑝
𝑖 (𝜉) の線形結合として，次式で表さ

れる．

𝑪 (𝜉) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑅
𝑝
𝑖 (𝜉)𝑩𝑖 (5)

𝑅
𝑝
𝑖 (𝜉) =

𝑁𝑖, 𝑝 (𝜉)𝑤𝑖
𝑛∑̄
𝑖=1

𝑁𝑖, 𝑝 (𝜉)𝑤𝑖
(6)

ここで，𝑁𝑖, 𝑝 (𝜉) は B-Spline関数，𝑤𝑖 は形状を制御するた
めのコントロールポイントにおける重み，𝑝は基底関数の
次数，𝑛はコントロールポイント数である．また，B-spline
関数 𝑁𝑖, 𝑝 (𝜉) は次式で表される再帰的な関数である．

𝑁𝑖,0 (𝜉) =
{

1　　𝜉𝑖 ≤ 𝜉 ≤ 𝜉𝑖+1

0　　 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
(7)

𝑁𝑖, 𝑝 (𝜉) =
𝜉 − 𝜉𝑖

𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖
𝑁𝑖, 𝑝−1 (𝜉) +

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖 + 1
𝑁𝑖+1, 𝑝−1 (𝜉)

(8)
𝜉𝑖 はノットと呼ばれるパラメータであり，曲線上の要素の
境界を表す局所座標値である．

2.3. 安定化有限要素法による離散化
支配方程式 (1)，(2)に対して，NURBS基底関数を用い
て SUGP/PSGP法5) に基づく安定化有限要素法を適用する
と以下の弱形式が得られる．
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𝜌

∫
𝛺𝑃

𝒘ℎ · 𝜌
(
𝜕𝒖ℎ

𝜕𝑡
+ 𝒖̄ℎ · ∇𝒖ℎ − 𝒇

)
𝑑𝛺

+
∫
𝛺𝑃

𝜺(𝒘ℎ) : 𝝈(𝒖ℎ , 𝑝ℎ) 𝑑𝛺 +
∫
Ω𝑃

𝑞ℎ∇ · 𝒖ℎ 𝑑𝛺

+
𝑛el∑
𝑒=1

∫
𝛺𝑃

𝑒

{
𝜏supg𝒖̄

ℎ · ∇𝒘ℎ + 𝜏pspg
1
𝜌
∇𝑞

}
·
{
𝜌

(
𝜕𝒖ℎ

𝜕𝑡
+ 𝒖̄ℎ · ∇𝒖ℎ − 𝒇

)
− ∇ · 𝝈(𝒖ℎ , 𝑝ℎ)

}
𝑑𝛺

+
𝑛el∑
𝑒=1

∫
𝛺𝑃

𝑒

𝜏cont∇ · 𝒘ℎ𝜌∇ · 𝒖ℎ 𝑑𝛺

= 0 (9)

第 4項は移流の卓越に対する安定化を施す SUPG項および
圧力振動を回避するための安定化項である PSPG項，第 5
項は自由表面の数値不安定性を回避する安定化項である衝
撃捕捉（Shock-Caputuring)項6)である．ここで，wℎ，𝑞ℎ は
流速，圧力の重み関数，𝜏𝑠𝑢𝑝𝑔，𝜏𝑝𝑠𝑝𝑔，𝜏𝑐𝑜𝑛𝑡 は安定化パラ
メータである．

3. 矩形貯槽内スロッシング解析
本手法の大きく移動する自由表面問題での精度検証を行

うため矩形貯槽内スロッシング解析を取り上げる．解析条
件として，幅 1.0[𝑚]，高さ 1.0[𝑚] の貯槽内に 50%貯まっ
た流体に式 (10) で表される水平加速度を与える．振幅 A
は 0.0093𝑚，角速度 𝜔は 5.311𝑟𝑎𝑑/𝑠である．

𝑓𝑥 = 𝐴𝜔2𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡. (10)

流体は水と仮定したため密度 𝜌および動粘性係数 𝜇はそれ
ぞれ，1.0 × 103𝑘𝑔/𝑚3，1.0 × 10−6𝑚2/𝑠を用いた．境界条件
として壁面で slip条件を与えた．時間増分量は Δ𝑡 = 0.001𝑠
を用いた．
解析結果として，図-1 に各時刻における水面形状を示

す．この図より大きく自由表面位置を変化させながら，安
定に解析が行われていることがわかる．また，図-2に，貯
槽内左壁における水位の時刻歴の実験値との比較を示す．
解析結果は実験値7) とも良い一致を示していることがわか
る．このことより，本手法で用いている自由表面解析手法
の計算精度が確認できた．
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