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In the present study, the membrane locking that occurred in an IGA curved beam was investigated. Even if we 
used a higher-order NURBS basis function, the membrane locking could not be avoided. Therefore, we 
implemented the 𝐵𝐵�  projection method. As a result, the oscillation of axial force was alleviated. The membrane 
locking was avoided as well as the FEM curved beam element. 

 
１．はじめに 
構造物の変位や応力評価のための有限要素解析には種々

の要素が用いられる．構造要素のはり要素はその一つであ

るが，直線はり要素が用いられることが多く，曲線を折れ

線近似するなどの形状誤差を含んだ解析になることが一般

的である． 
一方で Hughes らにより提案された Isogeometric Analysis

（IGA）1)は，CAD の形状表現に用いられる NURBS に代表

されるスプライン関数を基底関数に採用することで，CAD
で描いた形状を厳密に保持し，形状誤差の無い解析を実現

する． 
FEM 同様，IGA でも様々な要素が開発されており，著者

はベルヌーイ・オイラーはり理論に基づく IGA 曲線はり要

素を構築した 2)．しかし，これまでの検討過程で，高次の

NURBS 基底関数を用いたとしても，FEM の曲線はり要素

と同様にロッキングは避けられないことを確認している． 
IGA 曲線はり要素のロッキング回避策は，主としてティ

モシェンコはり要素を対象に検討されているが 3），ベルヌ

ーイ・オイラーはり要素に対しては，Casquero らにより 2
次の NURBS 基底関数と𝐵𝐵�投影法 4）を用いた膜ロッキング

回避策が提案された 5）．しかし，はり要素に対して 2 次の

NURRB 基底関数を用いた場合，変位の 2 階微分項を含む

曲げモーメントが要素間で不連続となり，解析精度が低下

する．そのため，3 次以上の NURBS 基底関数を用いた IGA
はり要素において，膜ロッキング回避策に関する検討を行

う必要があると考えられる． 
そこで本研究では，これまで構築した IGA 曲線はり要素

を用い，3 次以上の NURBS 基底関数を採用した際の膜ロ

ッキング発生状況の確認，ロッキング回避策とその働きに

ついて検討した． 
 

２．NURBS 曲線と基底関数 
式（1）に示す NURBS 曲線𝐂𝐂(𝜉𝜉)は，式（2）に示す NURBS

基底関数𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉)とコントロールポイントの位置ベクトル𝐁𝐁𝑖𝑖

の線形結合で表される． 

𝐂𝐂(𝜉𝜉) = �𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉)𝐁𝐁𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

  (1), 𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉) =

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉)𝑤𝑤𝑖𝑖

∑ 𝑁𝑁𝑎𝑎
𝑝𝑝(𝜉𝜉)𝑤𝑤𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑎𝑎
  (2)  

ここで，𝜉𝜉はパラメータ空間の座標，𝑤𝑤𝑖𝑖はコントロールポイ

ントにおける重み，𝑝𝑝は基底関数の次数，𝑛𝑛はコントロール

ポイント数，𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉)は B-Spline 基底関数と呼ばれる再帰的

な関数であり，次式で表される． 

�𝑝𝑝 = 0 のとき� 

𝑁𝑁𝑖𝑖0(𝜉𝜉) = �  1
(𝜉𝜉𝑖𝑖 ≤ 𝜉𝜉 ≤ 𝜉𝜉𝑖𝑖+1)

  0 (otherwise) (3𝑎𝑎) 

�𝑝𝑝 ≥ 1 のとき� 

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉) =

𝜉𝜉 − 𝜉𝜉𝑖𝑖
𝜉𝜉𝑖𝑖+𝑝𝑝 − 𝜉𝜉𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑖𝑖
𝑝𝑝−1(𝜉𝜉) +

𝜉𝜉𝑖𝑖+𝑝𝑝+1 − 𝜉𝜉
𝜉𝜉𝑖𝑖+𝑝𝑝+1 − 𝜉𝜉𝑖𝑖+1

𝑁𝑁𝑖𝑖+1
𝑝𝑝−1(𝜉𝜉) (3𝑏𝑏) 

ここで，𝜉𝜉𝑖𝑖はノットと呼ばれるパラメータであり，IGA で

は要素の境界を表す局所座標値である． 
 

３．支配方程式と離散化 
支配方程式には Kirchhoff 仮定を適用した式（4）に示す

平衡方程式を用い，ひずみと力の関係には線形弾性体を仮

定して式（5）を用いた．また，ひずみは断面内でひずみが

線形分布することを仮定し，式（6）を用いた． 
・平衡方程式 
𝑁𝑁′ − 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑞𝑞𝑡𝑡 = 0,𝑉𝑉′ + 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 0,𝑀𝑀′ + 𝑉𝑉 + 𝑞𝑞𝜃𝜃 = 0 (4) 

・ひずみと断面力の関係 
𝑁𝑁 = 𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖𝜖, 𝑀𝑀 = 𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 (5) 

・ひずみの定義 
𝜖𝜖 = 𝑢𝑢𝑡𝑡′ − 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑛𝑛, 𝜃𝜃 = 𝑢𝑢𝑛𝑛′ + 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑡𝑡 ,

𝜒𝜒 = 𝜃𝜃′ = 𝑢𝑢𝑛𝑛′′ + 𝑘𝑘′𝑢𝑢𝑡𝑡 + 𝑘𝑘𝑢𝑢𝑡𝑡′ (6) 

ここで，𝑁𝑁は軸力，𝑉𝑉はせん断力，𝑀𝑀は曲げモーメント，𝑘𝑘
は曲率，𝑞𝑞𝑡𝑡は接線方向の分布荷重，𝑞𝑞𝑛𝑛は法線方向の分布荷

重，𝑞𝑞𝜃𝜃はモーメント分布荷重，(∙)′は弧長パラメータ𝑠𝑠によ

る 1 階微分，(∙)′′は 2 階微分，𝜖𝜖は膜ひずみ，𝜒𝜒は曲げひず

み，𝐸𝐸はヤング率，𝐴𝐴は断面積，𝐼𝐼は断面二次モーメント，𝑢𝑢𝑡𝑡
は接線方向変位，𝑢𝑢𝑛𝑛は法線方向変位，𝜃𝜃はたわみ角である． 
 ここで，式（5），（6）を式（4）に代入し，部分積分を行

うと次式（7）の仮想仕事の原理が導かれる． 

� (𝜖𝜖∗𝑁𝑁 + 𝜒𝜒∗𝑀𝑀)
𝐿𝐿

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � (𝑢𝑢𝑡𝑡∗𝑞𝑞𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑛𝑛∗𝑞𝑞𝑛𝑛 + 𝜃𝜃∗𝑞𝑞𝜃𝜃)

𝐿𝐿

0
𝑑𝑑𝑑𝑑  

+[𝑢𝑢𝑡𝑡∗𝑁𝑁� + 𝑢𝑢𝑛𝑛∗𝑉𝑉� + 𝜃𝜃∗𝑀𝑀�]𝛤𝛤 (7) 
ここで，𝐿𝐿ははりの長さ，(∙)∗は重み関数，(∙)���は境界値であ

る． 
変位の近似関数は NURBS が𝐶𝐶𝑝𝑝−1連続であるため未知変

数にたわみ角を持たせず式（8）のように構成し，Galerkin
法に基づく有限要素法で離散化した． 

𝑢𝑢𝑡𝑡(𝜉𝜉) = �𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉)𝑢𝑢𝑡𝑡𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

, 𝑢𝑢𝑛𝑛(𝜉𝜉) = �𝑅𝑅𝑖𝑖
𝑝𝑝(𝜉𝜉)𝑢𝑢𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

(8) 

ここで，(∙)𝑖𝑖はコントロールポイント値である． 
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４．𝐵𝐵�投影法 
膜ロッキングは式（7）で示した仮想仕事の原理の左辺第一

項の膜ひずみ𝜖𝜖に起因して生じる．𝐵𝐵�投影法はこれを𝐵𝐵�ひずみ𝜖𝜖̅
に置きかえることで，ロッキングを回避できる手法である 3）, 5）． 
𝐵𝐵�ひずみ𝜖𝜖は̅次式（9）で計算される． 

𝜖𝜖̅ = �𝑅𝑅𝐴𝐴
𝑝𝑝�

𝑛𝑛�

𝐴𝐴=1

𝜖𝜖𝐴𝐴� , 𝜖𝜖𝐴𝐴� = �𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴�
−1

𝑛𝑛�

𝐵𝐵=1

� 𝑅𝑅𝐵𝐵
𝑝𝑝�𝜖𝜖

𝐿𝐿

0
𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴� = � 𝑅𝑅𝐴𝐴

𝑝𝑝�𝑅𝑅𝐵𝐵
𝑝𝑝�

𝐿𝐿

0
𝑑𝑑𝑑𝑑(9) 

ここで，𝑛𝑛�は 1 次低い NURBS 基底関数のコントロールポイ

ント数，𝑅𝑅𝐴𝐴
𝑝𝑝�は 1 次低い NURBS 基底関数，𝑀𝑀𝐴𝐴𝐴𝐴� は 1 次低い

NURBS 基底関数で構成される質量マトリクスである． 
 
５．純曲げを受ける円弧はりの解析 
 膜ロッキングに対する𝐵𝐵�投影法の効果を検証するため，

非伸縮変形となる純曲げを受ける円弧はりの解析を行った．

解析モデルと解析条件を Fig.1 に示す．解析モデルは一端

を固定した半径 1m の 1/4 円弧はりとした．純曲げ状態と

するため荷重は分布モーメント𝑞𝑞𝜃𝜃 = 1 Nm/mを満載した．

断面形状およびヤング率は図中に記すとおりであるが，膜

ロッキングが生じるよう，曲率に対する断面高さの比率を

十分小さく設定した． 
 解析モデルを 3 次の NURBS 基底関数に基づく 4 要素で

分割した．要素係数マトリクスの数値積分にはガウス求積

法を用い，全ての解析ケースで積分点数を 10 点とした．𝐵𝐵�
投影法の効果を検証するため，𝐵𝐵�投影法を用いた場合，用い

ない場合の 2 種類の定式化で解析を行い，結果を比較した． 
 Fig. 2 は変位を 3 倍にして描いた変形図である．参照解

として，3 次の NURBS 基底関数に基づく 512 要素で分割

し解析した結果を掲載した．𝐵𝐵�投影法を用いない場合，変形

は小さくロッキングが生じていることが確認できた．これ

に対して𝐵𝐵�投影法を用いた場合，参照解を捉えられた． 
 続いて𝐵𝐵�投影法の効果を検証した．Fig. 3 は円弧はりの軸

線に沿った軸力分布を示したものである．軸力は，式（5）
に示したように，膜ひずみ𝜖𝜖にヤング率𝐸𝐸，断面積𝐴𝐴を乗じ

たものであり，本研究では𝐸𝐸𝐸𝐸 = 一定であることから，膜ひ

ずみの分布と等価である． 
Prathap らが FEM 曲線はり要素で示した結果と同様に 6），

𝐵𝐵�投影法を用いない場合は 3 次 NURBS 基底関数に基づく

IGA 曲線はり要素でも物理的には生じない軸力の数値的振

動が生じていることが確認された．この振動が偽りの剛性

となり，ロッキングを生じさせている．一方で，𝐵𝐵�投影法を

用いると軸力（膜ひずみ）の数値的な振動が解消されたこ

とが確認できる．これによりロッキングが回避されたと解

釈できる．なお，グラフのスケールの関係上，軸力がゼロ

になっているように見えるが，実際は完全にはゼロになっ

ていない． 
 
５．まとめ 
本研究ではベルヌーイ・オイラーはり理論に基づいて構

築した IGA 曲線はり要素に生じる膜ロッキングに着目し，

𝐵𝐵�投影法を用いてその解消を図った．3 次の NURBS 基底関

数を用いた場合であっても，軸力（膜ひずみ）に数値的振

動が生じること，ロッキングが発生することを確認した．

𝐵𝐵�投影法を用いることで軸力の数値的振動が解消し，その

結果としてロッキングが回避されることを確認した．今後

は純曲げ以外の条件において𝐵𝐵�投影法が同様の働きを有し

ロッキングを解消するか検討する必要がある． 
 

 
Fig. 1 Computational model and condition 

 

 
Fig. 2 Deformation of the beam with multiplying 

displacement by a factor of 3 
 

 
Fig. 3 Axial force along with the arc length 
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