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   最近の乱流研究が教えること注) 

                  日野幹雄(東工大) 

 

注)これは,2020.11.4 に行われた土木学会 第 65 回水工学講演会 特別講演の発表原稿です. 

ただし，講演時に power point で示した引用図の多くは，ここでは削除しました．多少面

倒になりますが，web で元論文を検索して頂きたい．Web 検索で元論文が無料で入手出来

る場合もあります． 

 

私は，戦後日本の水理学研究の第 1 世代の末尾に連なるもので，決して「レジェンド」

ではなく，寧ろ「ゾンビ」とも言うべき人間です．遣り残したことが未だ未だあります

が，もう研究費も時間も無く，これが実質的に「最後の研究活動」になると思います． 

 

今日は，このような題でお話しします． 

「最近の乱流研究が教えること」 

初めは 

「教科書は間違っている」とか， 

「流体力学の教科書は書き直さなくてはならない」 

とも考えたのですが，これでは少々刺激的過ぎるので，「最近の乱流研究が教えること」

としました． 

 

0. 最近の「乱流研究」の進歩 

ここ 20～30 年間の「乱流研究」の進歩は，目覚ましいものです．しかし，これをリー

ドしたのは，日本でも世界でも機械系，物理および物理出身の機械系，航空工学系の研究

者であり，土木系の研究者の貢献は少ないのです． 

 戦後の第 1 世代の水理(土木)と水力(機械)研究者は，経験や実験に基づいたそれまでの

公式を理論的に裏付けることやそれまでは解けそうになかった現象の理論解明を目指しま

した．従って，この世代の研究者は土木も機械も同じようなことを遣っておりました．で

も，土木ではその後，環境，水資源，災害など次々に新しい問題が提起され，乱流研究の

ような基礎的な問題が手薄になっています．これでは，土木は「置いてきぼり」になって

しまいます． 

 



今日は，具体的には，次の 11 課題について  解り易すいように次の様に話します． 

 

「最近の乱流研究が教えること」 

 

目次 

1. 乱流には構造がある－Corrsin (1954)の提唱 

 

2. 壁乱流のコヒーレント(大規模秩序)構造の発見と展開 

2.1 渦とは何か 

2.1.1 渦と渦度は違う 

2.1.2 渦の定義―渦の定量的な数学的な定義 

2.2 乱れの計測法とその進歩 

2.3.壁乱流の領域区分 

 

3 ヘアーピン渦の(研究)時代 

3.1 ヘアーピン渦の働き 

3.2 Hairpin packet 

3.3 長く繋がる縦渦構造 

 

4. 乱流の自己維持機構－粘性底層の構造と役割 

 4.1 NS 方程式の一様流層流厳密解 



4.2 NS 方程式には，Hagen-Poiseuille 流以外の層流厳密解 ECS がある． 

i) Nagata(1990 JFM)の一様流ではない定常層流厳密解 

ii) Waleffe(2001 JFM, 2003 PoF)の一様流ではない進行型層流厳密解 

        iia) 2次元Poiseuille流のECS-平板間Poiseuille流のECS: 上分岐解 

 iib)平板間 Poiseuille 流の ECS: 下分岐解 

iii) Waleffe(2003, Phys Fluids)の平板間Couette流+Poiseuille流の解 

4.3 乱流を維持できる最小広さ(Minimal Flow Unit)の発見. 

 Jimenez, Kim & Moin (1991) 

4.4 乱流維持機構の解明 

i ) Fourier 成分による．Hamilton, Kim & Waleffe(1995) 

 ii) Damping filter による．Jimenez & Pinelli (1999) 

4.5 乱流のカオス的周期解．河原.木田 (2001) 

4.6 カベ無しの壁乱流 Mizuno & Jimenez (2006) 

4.7 乱流は何故渦なのか? 

 

5. 長く繋がる縦渦構造. LSM, VLSM : Adrian et al., Marusic et al. 

6. Stripe の発見－遷移域の構造 

7. 何故，層流安定問題の固有値解が，実験と合わないのか． 

  層流は不安定なのに，何故乱流は(統計平均的に)安定か? 

7.1 固有値解析の限界． 



7.2 過渡過程の重要性 

  7.3 乱流場の最適擾乱 

8. 乱流の対数分布則は正しいか？ 

9. その他の問題 

10. 乱流は制御できるか？ 

11. 乱流研究は何に役立つか？ 

12. 参考文献 

 

 

1.乱流には構造がある 

乱流が，唯単に時間的，空間的に不規則な流れでは無く，構造を持っていると，最初に

主張したのはアメリカの Corrsin(1954)である．彼は特別講演(Corrsin 1957)でも熱心に乱

流構造について説いています．次いで Hama et al.(1957)が水路底面からの色素シートが筋

状構造(streak)を持つことを明らかにしました．これは，前記の Corrsin 論文(1957)でも紹

介されています．次いで，Kline & Runstedler(1959)が bursting について先駆的な論文を

発表しました．その論文には未だ明瞭な写真はなく，手書きのスケッチでした．丁度，私

が大学院で乱流研究をしている最中で，このような’Preliminary study on …’と題する未完

成な論文が，一流誌 J. Applied Mechanics に載るのは流石アメリカだと感心したもので

す．私は，この頃に水理学者 Einstein & Li(1959)の粘性底層更新仮説と私の実験結果を比

較して，博士論文(Hino 1960)にこれらの結果が略私の実験結果と一致する事を示すこと

ができました．しかし，乱流研究の中心が乱流構造になるのは，もう少し後年のことで

す． 

 

苦節 10 年,Kline らの論文(Kline, Reynolds, Schraub & Runstadler 1967)が流体力学の一流

誌 J. of Fluid Mechanics に，手書きでは無く，当時最新兵器だった水素気泡法による美し

い写真と共に掲載されると，事態は急変します．まるで雪崩を打つように，乱流研究の主

流は「乱流構造」の研究に方向転換します． 

 



乱流には構造がある 

 

 1.1 Corrsin(1955)の乱流構造の指摘 

 

 

Fig. 1.1: Corrsin の乱流には構造があるとの主張 

1.2 Hama(1956)の壁底面のストリーク構造< Corssin(1957 に引用，紹介) 

     

 Fig. 11.2: 水路底面の streak 構造を示す写真(Hama 1957). 



Fig.1.3: Kline et al. (1967)の streask の写真(1967 JFM) >図(写真)は元論文を見

よ． 

 

丁度この頃(私が大学院生の頃 1955～1960)，東大の水理実験室で早川典夫さん(後に

長岡技科大，故人)が開水路で砂粒を流す実験をしていました．見ていると，上流で一

様にばらまかれた砂粒子が水路の末端では規則正しい間隔で筋状になって流れている

のです．これこそ，streak であったのです．当時は乱流構造という考えは普及してい

なかったのです． 

 

1.3 Kline and Runstadler (1959)のバースティングのスケッチ 

  

Fig. 1.4 :Kline & Runstadler のバースティイングのスケッチ (1959, JAM) ． 

 

Fig.1.5: Kline et al. (1967)の Burst and Sweep の可視化(水素気泡法,当時の最新

技術による)Fig. (左) ejection, (右) sweep, (中央)それぞれの事象流速および乱

れ強さの分布．Kline et al. (1967, fig.19b, JFM) >図(写真)は元論文を見よ． 

 

1.6 Hino, Shikata & Nakai (1967)の実験 

これと同じバーストとストリークの論文が，同じ年(1967)に英文で Hino, Shikata & 

Nakai,M. (1967, Large eddies in stratified flow. Proc. of the XIIth Congress of Int. Assoc. for 

Hydraulic Res., Fort Collins, USA. (Sep) )によって発表されています．発表の場が IAHR 



Congress で，話題になることは有りませんでした．どうも発表の場が悪かったと思いま

す．私には先取権を争う気はありませんが，記録として再録し残しておきます． 

 

  Fig. 1.6: Hino, Shikata & Nakai (1967, Proc. IAHR)の実験 

 

2. 壁乱流のコヒーレント(大規模秩序)構造の発見と展開 

Kline 達の JFM 論文(1967)を機に，乱流研究の方向が一変します．谷一郎先生は，これを

「Kine 革命」と呼んでいました． 

 

2.1 渦とは何か 

2.1.1「渦」と「渦度」は違う 

一般に「渦」(英語では vortex, eddy, swirl, whir)と呼ばれるものは，流体力学の「渦度」

vorticity とは異なります． 

      渦(eddy, vortex, whirl, swirl) ≠渦度(vorticity，ω) 

例えば，壁乱流の壁面上は「渦度」の大きい層ですが，これを「渦」とは言いません． 



 

定性的定義．．．多くの研究者によってなされてきました． 

しかし，定量的．数学的な定義は可成り後になります． 

 

2.1.2 渦の定義―渦の定量的な数学的な定義 

渦の数学的な表現法の提案は Perry & Chong(1987)が最初でしょう．それ以降沢山の

方々による定義法の論文があります． 

Perry & Chong (1987)  

Hunt, Wray & Moin (1988) 

Chong, Perry & Cantwell (1990)  

Cantwell (1993) 

Lopez & Bulbeck (1993) 

幾つかの定義を纏め，それぞれの結果を比較したのが 

Chakraborty, Balachandar & Adrian (2005) 

です． 

 

a. 第2不変量Qによる判定法  

この渦の定義(判定法,criterion)は，Hunt, Wray & Moin (1988)によるもので，最も早く

提案された定量的な「渦」の定義であり，かつ現在も広く使われています． 

 

速度勾配テンソルW(∂ui /∂xj  =∇u)は，テンソル理論により3つの不変量 P, Q, Rをも

ちます． 

第2不変量Qは,    

           Q = (1/2)(Ωij
2－Sij

2)  

 =(1/2) (‖Ω‖2－‖S‖2 ) < Jeong & Hussain (1995, p.75)   

で定義され，固有ベクトル(方向)vrの強さλrの歪み変形‖S‖と，固有ベクトル(vcr, vvci)の

張る平面上での角速度λciの回転運動‖Ω‖の局所的平衡関係を表しています( Jeong & 

Hussain 1995, p.74,Pirozzoli, Bernardini & Grosso 2010, p.328)． 

従って，第2不変量Q は，乱れエネルギー散逸(ɛ =Sij
2+Ωij

2)において渦度効果と歪み効果

とのいずれが重要かを示す指標である．Q>0ならば渦度効果がまさり，Q<0ならば逆に変

形が卓越することを意味します． 

 

b. △判定法 (判別式法) 



 この判定法は，Cantwell(1978,1981),Chong, Perry & Cantwell(1990, p.770)によるもの

である．彼らは臨界点理論(critical point theory)に基づいては，「渦芯は速度勾配テンソル

の固有値が複素数の領域」であり，そのためには，特性方程式の判別式(discriminant) △は

正でなければならないとしました(Jeong & Hussain 1995, p.75; Chakraborty et al. 2005, 

p.192)．Chakraborty et al.(1990, p.770)では,歪み率(rate-of-strain)テンソルとしている． 

 

          △=((1/3・Q)3+(1/2・R)2 >0                   

 

c. λci (swirling strength)判定法 

 この「渦」の定義(旋回強度swirling strength法)は，Zhou, Adrian, Balachandar & 

Kendall (1999)により導入され，Chakraborty, Balachandar & Adrian(2005)により改良され

ました．同様な方法はBerdahl & Thompson(1993)によっても提案されています．これは

速度勾配テンソルの共役複素固有値, 

λ= (λcr±i λci)                                         

の虚数部です． 

  

d. 低圧力法，局所的圧力極小法(Kida & Miura, 1998) 圧力勾配テンソルによる方法  

 

e. λ2
 渦判別法(スワール強さ判定法) 

非定常性や粘性を無視すれば，非圧縮性Navier-Stokes 方程式の勾配の対称部は 

     S2 + Ω2 =－(1/ρ）∇(∇p)                          

対称テンソルS2 + Ω2 の固有値を順にλ1≧λ2≧λ3とすれば，渦コアー内の全ての点で 

λ2<0                              

である要請が局所的圧力極小域を定義する． 

 

2.1.3 様々な渦同定法間の相互関係は，次式のように導かれる(Chakeaborty et al. 2005，

p.197)． 

a.          Q =λci
2(1－3(λcr/λci)2) ,                       

b.                   △= (λci
6/27)[1+9(λcr/λci)2]2 ,                 

c. (λcr/λci)が小さければ， 

                  △/λci
6 → (1/27)+(2/3) (λcr/λci)2            

 

λ2 法のみは，λが∇u の固有ベクトルにも依存するので，∇u の固有値や不変量との関係

付けができない．また，Q 法，△法，λ2 法では渦の回転が内向き(inward)なのか，外向き

(outward)なのかの識別は不可能である．( Chakraboty, Balachandar & Adrian 2005, p.196, 



fig.2 ) 

 

2.1.4 様々な渦同定法を相互に同じ基準で比較 

種々の渦同定法を相互に同じ基準で比較するために，Chakraborty, Balachandar & Adrian 

(2005, p.207)は次のような等価閾値を提案している．λci 法の渦判定の閾値を 

       λci≧(λci)th = ϵ ,     (λcr /λci)≦(λcr /λci)th=δ   

とするとき，他の渦同定法のこれと等価な閾値を 

        Q ≧ Qth = ϵ2 

△≧ △th=(1/27) ϵ6                           

              λ2 ≦(λ2)th=(λ
～

2)th=－ϵ2 

に採ることを提案しています． 

    

   Fig. 2.1: 様々な「渦」の定義法による「渦」の比較>図(写真)は元論文

(Chakraborty, Balacnanddar & Adrian, 2005, Fig.11, JFM)を見よ． 

 

2.2 乱れの計測法とその進歩 

乱流構造は，乱れの計測法の進歩と共にその姿がより明確に把握できるようになりまし

た．勿論，計測だけではどうにもなりません．計測結果の表示法，それの解釈，数学理論

などの進歩との歩調が合ってのことです． 

大きく分類すると，乱流の計測法は次の様に進歩しましたが，ここでは，深く立ち寄ら

ないことにします． 

    熱線計 

  水素気泡法 

レーザー．ドプラー流速計 

  PIV (Particle Image Velocimetry) 

    Computer 時代  LES (Large Eddy Simulation) 

                    DNS (Direct Numerical Simulation 

 

2.3 壁乱流の領域区分 

a) 対数スケール表示 

     Fig. 2.2: (Kline et al. 1967, fig.9a, JFM)>図は元論文(Kline et al. 1967, p.756, 



Fig.9a, JFM)を見よ． 

 

b) 実スケール表示 

  Fig. 2.3: (Kline et al. 1967, JFM) >図は元論文(Kline et al. 1967, Fig.1a b, JFM)

を見よ． 

 Figs. 2.2, 22.3 から，実スケール出示すと乱流境界層の対数分布域はそれほど広くないこ

とがハッキリします． 

 

2.4 ヘアーピン渦の(研究)時代 

何故このような構造(streak, burst, ejection, sweep)が発生するかに付いての議論が活発

になされました．その結果「ヘアーピン渦」モデルが提唱され，「ヘアーピン渦」の実験

が盛んになされます． 

 

2.4.1 Bursts，Ejection & Sweeps (4 象限分類法)  

 

   Ejection =壁面付近からの低速流体の爆発的吹き上げ 

Sweep  =高速流体の上方向からの吹き下ろし 

   Fig. 2.4: 4 象限分類法 



 

2.4.2 ヘアピン渦モデルの提案者 

Kline らは 1967 の JFM 論文にこのモデルを示しています．しかし，「ヘアーピン渦」モ

デルは，これよりズート早く 1952 年に Theodorsen によって発表されています．彼は実験

や計算をしてこのモデルを提案したのではなく，運動量方程式からこの様な構造を提案し

たのです．彼は，渦度輸送型の N-S 方程式のエネルギー生産と消散の関係から，壁近傍の

強い剪断層に並ぶスパン方向渦層の渦の一つが何らかの原因で上方に持ち上げられ，平均

流の剪断により引き延ばされ，渦度が強化されて，2 本の流下方向の足とそれに繋がるス

パン方向のアーチがΩ形の渦－ヘアピン型の渦となるというものです． 

Theodore Theodorsen(1897-1978)はノルウェー系のアメリカ人で，むしろ翼理論の研究

者として著名です．彼の論文は初めからそれほどの注目を集めたわけではありません．

Kline らは 1967 年の時点では Thodorsen の論文には気付かなかったようです．引用文献

として Theodorsen(1952)が引用されるのは，Offen & Kline (1975, p.215)論文が初めてで

す． 

現在では，「ヘアーピン渦」モデルは壁乱流を特徴づけるバースト－イジェクション，

スィープ，ストリークなど壁乱流に関連する一連の現象であると認識されるようになりま

した． 

 

ヘアーピン渦 

a) Theodorsen(1952)の horseshoe vortex モデル. アーチ型渦あるいは馬蹄形渦モデル

の提案 

 

   Fig. 2.5: Theodorsen の horseshoe model >図は元論文を見よ． 

 

b) Offen & Kline のモデル 

 

       Fig. 2.6: Offen & Kline (1975, Fig.19b) >図は元論文を見よ． 

 

c) Head & Bandyopadhyay(1981)の実験 

次いで，Head & Bandyopadhyay(1981)が斜め光シートによる可視化によりヘアピン渦の

つくるキノコ型の断面図を示しています．壁面乱流中には多数のヘアピン渦が(内層のみな



らず外層にも)存在することは，光シートを斜め方向から当てた Head & Bandyopadhyay 

(1981)の可視化写真で明確に示した．Smith(1984)もまた水素法によるビデオで，一列に

並ぶヘアピン渦の形成を示しています．その後の可視化実験の論文として Gad-el-Hak & 

Hussain (1986), Haidari & Smith (1994)を挙げることができます． 

また，大成さん(徳山高専)もレーザー光式で美事な写真を撮っています．私は彼から大

きく引き伸ばしたキノコ形の渦構造の写真パネルを頂きました． 

 

       Fig. 2.7: Head & Bandyopadhyay(1981, p. 312, Fig.21, JFM)が斜め光シートによる可視

化>図は元論文を見よ． 

 

2.4.3 ヘアピン渦の確認者は誰か？ ヘアピン渦の定量的計測.検出 

  これらのヘアーピン渦の存在説明は，可視化による定性的な測定．画像からの類推であ

って，直接的定量的な測定ではありません．では誰がヘア-ピン渦を具体的に計測したので

しょうか．私はこの点がズート気になっていました． 

 

(1) 統計処理からの確認  

定量的な実験結果としては，Grant(1958), Townsend(1970)は相関測定から，Bakewell 

& Lumley(1971)は時空間測定データーの統計処理－POD (Proper Orthogonal 

Decomposition)により流下方向の渦対の存在を抽出し確認しています． 

 

(2) 実験から  

条件付きサンプル法 

この頃は，乱流の流速変動の計測機としては熱線計 hot-wire だけで，1 点だけでの測定

です．器用な人は 1 本の熱線計に数本の熱線を並べますがこれは特別です．唯，無闇に測

定を集めただけでは何も出てきません．そこで，detector hot-wire でヘアーピン渦が来た

ぞと言う場合にだけ熱線計のデータ－を取ることを繰り返し，多数点でのデーターに，乱

流はその形のママ下流に運ばれると言う Taylor の凍結乱流仮説を用いて，乱流の 3 次元構

造を捉えようという「条件付きサンプル法」を用います． 

ではどんな信号が乱流構造ヘアーピン渦の信号かと言うと，図に示す様な信号です．こ

れを ramp pattern と呼びます． 

しかしこの方法は，別々の時間に得られた沢山のデーターの平均なので，その制約があ

ります．例えて言えば，海辺にはシオマネキという蟹がいて，雄は左か右か何れかのハサ

ミが極端に大きいと言う特徴が有りますが，雄の蟹を沢山捕らえて平均すれば，どちらの

ハサミも平均化されシオマネキという蟹の特徴が消えてしまいます． 



後に測定法や数値シミュレーション法が進歩して，乱流場の瞬間象が獲られる様になる

と，完全なヘアーピン渦などはなく，1 本足だったりステッキ状のヘアーピンもあること

が明らかになります． 

a) Blackwelder & Kaplan (Ramp 信号とその時に得られる多数の点の信号から 

Hairpin 渦の存在を推定)          

 

Fig. 2.8: Blackwelder & Kaplan 1976, JFM 76 (最下段が ramp pattern ) >図は

元論文を見よ． 

 

     Fig. 2.9: Blackwelder & Eckelmann (1979, p.586, JFM)>図は元論文を見よ． 

 

実験から壁乱流内層（特に低速層，low speed wall turbulence）の構造を最初に定量的に

調べたのは，Willmarth & Tu(1967)や Blackwelder & Eckelmann (1979)です．Willmarth & 

Tu(1967)は壁面圧と速度の相間から，また Blackwelder & Eckelmann (1979)は条件付きサ

ンプリング法により互いに反対方向に回転する渦対(ヘアピン渦ではなく，その脚部)を検

知しています．正確には寧ろ存在を推定したと言うべきでしょう． 

Blackwelder & Eckelmann は渦対の中心は，y+～15 にあり，その径は r0
+～15，流下方

向の長さは 200+，横方向の間隔は 50+～200+であることを示しました（上付き＋記号は壁

スケールν/Uτによる無次元化）． 

Gutpta, Laufer & Kaplan(1971)もスパン方向に配置した熱線計レーキによって得られた

交互の高低流速の流下方向運動量の領域の存在を示しています．これらの研究から渦対の

長さは短いので，あまり長い時間の統計を取るのは適切では無いと言うことでした． 

 

b) 佐藤浩と高木正平，福西祐 (実際に hairpin 渦を示した) 

佐藤浩と高木正平，福西祐(髙木 1978，福西，高木 1978, fig.20, 佐藤 1982 p.101)も，

Blackwelder & Eckelmann (1979)と略同じ頃，条件付きサンプリングによりヘアピン渦を

険出していますが，英文発表は Fukunishi & Sato (1983, 1984)，Fukunishi, Sato & 

Inoue(1987)と遅れました．1978 年の論文は．ヘアピン渦を逆方向に回転する渦対として

検知した最初の実験であろうと思います．彼らはこれを「バナナ渦」と名付けました．(英

文での発表が遅れ，あまり引用．言及されないのは残念なことです．)  

彼らはこの渦の発生を上流のセンサーで検知し，この渦の足元を吸い込めば，乱流制御

が可能であろうとも述べている．彼らは乱流の能動制御の最初のアイデア提出者であった

かも知れません．乱流の能動制御が実際に行われるのは，Choi, Moin & Kim (1994)辺りか



らです(第 12 章参照)． 

 

Fig. 2.10a: ヘアーピン渦 高木 1976, 東大 博士論文(1978) 

 

    

Fig. 211a: 福西．高木．佐藤                    Fig. 2.11b: 佐藤．福西 

 

 

3.ヘアーピン渦の働き 

3.1 Hairpin vortex の作用 



  

Fig. 3.1: 渦ペアーの間の低速流体を吹き上げ，hairpin 渦の頭部の回転作用で

上方の高速流体を吹き下ろす>図は元論文(Tomkins & Adrian 2003, 

JFM 490)を見よ． 

 

  

 

 

Fig. 3.2: Adrian 2005, イジェクション時とスウィープ時の流速分布曲線 

 

 

 

Fig. 3.3: Hairpin 渦(Tomkins & Adrian 2003) >図は元論文(Tomkins & Adrian 

2003, JFM 490)を見よ． 



 

 

(3)数値シミュレーションから： 

  ヘアピン渦を実際に(アンサンブル平均などによらず)3 次元的に数値シミュレーション

で捉えることは，現象の複雑さ，コンピューター性能，渦の同定問題，数値データーの

3D 可視化の困難さのため多年出来なかった． 1980 年代に入って LES(Large Eddy 

Simulation)による多くのヘアピン渦の数値シミュレーションが，Robinson(1990), Moin & 

Kim (1985)，Moin, Leonard & Kim (1986), Kasagi et al. (1986, 1988, 1992)，Robinson et 

al. (1988 )により行われました． 

しかし，直接数値シミュレーション(DNS)によりヘアピン渦が確実に確かめられたの

は，Kim, Moin & Moser(1987), Spalart(1988)が壁乱流の DNS に成功してそれからほぼ

10 年後の Chacin, Cantwell & Kline (1996)によってです．その後 Zhou, Adrian, Blachandar 

& Kendall (1999), Abe et al.(2001), Adrian & Liu (2002) , Kawamura et al.(2002)らによる DNS

の発表が続きました． 

 

1 本足のヘアピン渦の存在を指摘したのは，Guezennec, Piomelli & Kim(1989)です． 

Robinson(1991)<Eitel-Amor et al.(2015) その後コンピューター性能の向上により精度の

高いシミュレーションが行われると，普通に観察されるのは，対称型のヘアピン渦よりは

非対称型あるいはステッキ状(cane-shaped)ヘアピン渦の方であることことが明らかになり

ました(Choi & Guezennec (1990)，Robinson (1991, 1993）)． 

 

Fig. 3.4: hairpin 渦の瞬間像>図は元論文(Dennis & Nickels 2022, JFM 490)を見

よ． 

 

3.2 Hairpin packet 

 

Fig. 3.5: アンサンブル平均による hairpin 渦群 (Dennis &Nickels 2011, JFM) >図

は元論文(Dennis & Nickels 2011, JFM 490)を見よ． 

 

     Fig. 3. 6: Hairpin 渦 packet の模式図 (Adrian, Fig. 25) 



 

 

   Fig. 3.7: 鉛直面内の hair-pin 渦 packet(Adrian 2007) 

 

 

          Fig. 3.8: 境界層の hairpin packet( Adrian 2007) 

 

 

ヘアーピン渦の林 

 

Fig. 3.9: ヘアーピン渦の林．Sayadi, Hamman & Moin 2013, Fig.7, JFM 724>図

は元論文を見よ． 

 

 

 

 

 



3.3 長く繋がる縦渦構造－長い長い縦渦 LSM & VLSM 

 

 

 Fig. 3.10: VLSM (Adrian, Arizona State Univ.) 

 

  Fig. 3.11:  

 



 

  Fig. 3 .12: プリマル．スペクトル (Balakumar & Adrian 2007) 

 

4.乱流の自己維持機構 

 層流は低い critical Reynolds 数以上で直ぐ不安定になるのに 

  乱流の流速分布は，何故，統計平均的に安定なのか? 

 

「乱流は何故統計平均的に安定なのか?」などと言う変な疑問設定をする人は殆どいなか

ったと思います．これまでは「何故，乱流の平均流速分布が対数則に従うのか」が問題で

した． 

 

まず最初は NS 方程式には，我々がこれまで予想さえしなかった層流厳密解があること

から始めます． 

 

4.1 NS 方程式の一様流層流厳密解 

教科書に出ている NS 方程式の厳密解は 

．管路の Hagen-Poiseuille flow  … Parabola 

. 平行二平板間の Couette flow  …直線分布 

. 半無限静止流体域において壁面を急激に一定速度で運動させる場合の Rayleigh 解 

．半無限静止流体域において底壁面を振動させるときの Stokes 解 

 

等の平行一様流です．我々は長いこと NS 方程式の層流解はこのようなものだけと思って

いました． 

 



 

  

a) Hagen-Poiseuille flow 

 

  

b)Couette flow 

 

 

 



c)Rayleigh problem. fluid.web.nitech.ac.jp, web 

 

 

  

www-tph.cheme.kyoto-u.ac.jp 山本.木原         Untitled  mech-da.co.jp  

d)Stokes flow 

Fig. 4.1: NS 方程式の平行流解 

 

これらの流れは，何れも流体の粘性の果たす役割を理解するために重要ですが，何れも

一様流=流下方向に一様な，変化の無い流れです． 

長い間，NS 方程式の厳密解は，このような単純な流れだけだろうと考えられてきまし

た． 

 

4.2 一様流ではない層流厳密解 (Exact Coherent Structure) 

4.2a Nagata(1990 JFM)の一様流ではない定常層流厳密解 

ところが，NS 方程式にはもっと複雑な層流の厳密解が存在することが 1990 年に初め

て，永田雅人(京大 航空，Nagata 1990, JFM)により示されました．当時は未だ CG = 

Computer Graphics ソフトが未発達で，高価であったためでしょうか，JFM 誌に掲載され

https://www.google.com/url?sa=i&url=http%3A%2F%2Ffluid.web.nitech.ac.jp%2FGotoh_Home_page%2FEdu%2FPublic_course%2FText%2FCAE_3rd_PM.pdf&psig=AOvVaw2S9eLH3DfNKcL5Nk8nykfn&ust=1600057551887000&source=images&cd=vfe&ved=2ahUKEwiE_qKBpeXrAhVBdXAKHQN3D74Qr4kDegUIARCnAQ
https://www.google.com/url?sa=i&url=http%3A%2F%2Ffluid.web.nitech.ac.jp%2FGotoh_Home_page%2FEdu%2FPublic_course%2FText%2FCAE_3rd_PM.pdf&psig=AOvVaw2S9eLH3DfNKcL5Nk8nykfn&ust=1600057551887000&source=images&cd=vfe&ved=2ahUKEwiE_qKBpeXrAhVBdXAKHQN3D74Qr4kDegUIARCnAQ
https://www.google.com/url?sa=i&url=http%3A%2F%2Fwww-tph.cheme.kyoto-u.ac.jp%2Fp%2Fryoichi%2Flec%2Fffm%2F2005%2Fffm_ch_0.pdf&psig=AOvVaw1GLjLor4MvhSu9nlm-3yII&ust=1600052468947000&source=images&cd=vfe&ved=2ahUKEwil_MSJkuXrAhVD3pQKHTBWBREQr4kDegUIARCoAQ
https://www.google.com/url?sa=i&url=http%3A%2F%2Fwww-tph.cheme.kyoto-u.ac.jp%2Fp%2Fryoichi%2Flec%2Fffm%2F2005%2Fffm_ch_0.pdf&psig=AOvVaw1GLjLor4MvhSu9nlm-3yII&ust=1600052468947000&source=images&cd=vfe&ved=2ahUKEwil_MSJkuXrAhVD3pQKHTBWBREQr4kDegUIARCoAQ
https://www.google.com/url?sa=i&url=https%3A%2F%2Fwww.mech-da.co.jp%2Fservices%2Ffiles%2FMNL%2FMechNewsLetter1998-1.pdf&psig=AOvVaw1GLjLor4MvhSu9nlm-3yII&ust=1600052468947000&source=images&cd=vfe&ved=2ahUKEwil_MSJkuXrAhVD3pQKHTBWBREQr4kDegUIARCwAQ
https://www.google.com/url?sa=i&url=https%3A%2F%2Fwww.mech-da.co.jp%2Fservices%2Ffiles%2FMNL%2FMechNewsLetter1998-1.pdf&psig=AOvVaw1GLjLor4MvhSu9nlm-3yII&ust=1600052468947000&source=images&cd=vfe&ved=2ahUKEwil_MSJkuXrAhVD3pQKHTBWBREQr4kDegUIARCwAQ


た論文の図は，3 次元的な表示はありませんのでわかりずらい． 

永田はこう考えたのです．Taylor 渦で良く知られている「同軸回転 2 重円筒」で，円筒

の半径を無限大に持って行けば，平行 2 平板間の流れになる．しかし，時間発展項∂u/∂t

を残せば直ぐ不安定化するので，この項は消して NS 式を「ポロイド」，「トロイド」表現

法で式を展開しました． 

∇4⊿2φ= Ω∂z⊿2ψ+(－Rex+V) ∂y∇2⊿2φ－∂2
xx(－Rex+V)) ∂y⊿2φ 

                      +i・∇×∇×[u・∇u]+ ∂t∇2⊿2φ 

 

 ∇2⊿2ψ= －Ω∂z⊿2φ+(－Rex+V) ∂y⊿2ψ－∂x(－Rex+V)) ∂ｚ⊿2φ 

                      －i・∇× [u・∇u]+ ∂t⊿2ψ 

 

こうして， 4 変数(u,v,w,p)の NS 方程式を，(φ, ψ)の 2 変数まで減らしました．それで

も複雑な式なので，後は数値計算です． 

 

これ(Fig. 4.2)が，平均流速分布図です．この解は定常解です．つまり流れ方向には流され

ず一箇所に留まっている steady flow です． 

 

Fig. 4.2: Nagata の解の平均流速分布(Nagata 1990, Fig. 7, JFM) >図は元論文を見

よ． 

 

この流速分布曲線から直ぐ分かりますが，変曲点がある事から，Rayleigh(1880)の変曲点

不安定の理論から，この流れは直ぐ不安定になります． 

当時(1990)は，未だ CG ソフトが普及せず，高価であったためか Nagata(1990)の流速分

布図は次の図(Fig. 4.3)のように単純です．（最近 Jimenez, Kawahara, Simens, Nagata & 

Shiba(2005)により詳しく再計算されています.） 

 

Fig. 4.3: 壁に平行な様々な高さでの流速分布 (Nagata 1990, Fig. 8, JFM) >図は元

論文を見よ． 

 

これは真に世紀の大発見です．しかしそれだけでは，この発見が注目されることはなかっ

たでしょう．実はこの発見が，永田の仕事と平行して急勾配で進展していた次に述べる

「乱流構造」の研究と深く結び付いていたのです． 



 

 

4.2b Waleffe(2001)の一様流ではない進行型層流厳密解 

 

乱流構造の説明をする前に，Nagata(1990)より 10 年以上遅れて発表された Waleffe 

(2001,2003)によるその拡張について触れます．彼はこのような一様流では無い NS 方程式

の厳密解には，速度 c で移動する進行型の解がある事を示しました．つまり， 

     x’ = x－ct 

と座標変換を行います． 

式の展開法は Nagata(1990)とは多少違います(poloidal–toroidal 法)が，遣り方は基本的に

同じです．両者の式は互いに変換で同じ式になります．結果のみを示すと，次の様な構造

を持つ解です．この形を保ったまま流れと共に進行して行きます．Waleffe はこの解を

ECS=Exact Coherent Structure と名付けました．西洋人は名付けが大変上手です． 

 

この解は，レイノルズ数に相当する横軸と，抵抗 pressure drop に相当する縦軸で示す

と，次の図(Fig. 4.4)で示すように，あるレイノルズ数以上では普通の層流解のほかに，そ

れぞれ上分岐解，下分岐解と呼ばれる 2 種類の解がでてきます．  

 

3      2 
 

Fig 4.4: レイノルズ数と抵抗図上で示した層流一様解，厳密コヒーレント上分岐解 U

下分岐解 L． 
Bifurcation diagram:  RQ = Q/ν,  RP = dP/dx H3 /ν2 , Q =< u－uwall>H;     

 
Dashed line is laminar state RP  = 12RQ,  
Solid lines are the pair of exact three-dimensional coherent states at 

α = 0.5, γ = 1.5. ( Five resolutions are plotted but they closely overlap, 
demonstrating convergence.) 

(Waleffe 2001,Fig. 1, p.96, JFM 435) >図は元論文を見よ． 

 

ia) 2次元Poiseuille流のECS-平板間Poiseuille流のECS: 上分岐解 

 

Fig. 4.5: Re=376, Rτ≈55, 上分岐解. 黄色で示した面の実線は流速のコンターで，

中央部の曲がりくねった緑がかった部分は低速流体．(Waleffe 2001, Fig.4, 

p.98, JFM 435)．>図は元論文を見よ． 

       Perspective, side and top view of level curves of streamwise velocity u at y = 0 overlayed with isosurfaces of 

streamwise vorticity (±60% max[ωx(x, y, z)], the maximum occurs at the wall). positive vorticity blue, 

negative red. Upper branch at Re = 376, Rτ ≈ 55. Flow is toward positive x. (Waleffe 2001, JFM) 

中央部の曲がりくねったった緑がかった部分の低速流体のやや上方に，交互の反対方



向に回転する青色赤色の「渦」を伴っています． 

 

ib)平板間 Poiseuille 流の ECS: 下分岐解 

Fig. 4.6: Re=376, Rτ≈55，下分岐解. 黄色で示した面は流速のコンターで，中央

部の曲がった緑がかった部分は低速流体． 

             Lower branch at Re  = 415 (Rτ  ≈ 58). Level curves of streamwise velocity u  at y = 0 

overlayed with isosurfaces of streamwise vorticity (Left: ±60% max[ωx(x, y, z)]), right: 

±40% max[ωx(x, y, z)]). 

( Waleffe 2001, Fig., 5, p.99, JFM 453)>図は元論文を見よ 

 

ii) Waleffe(2003, Phys Fluids)の平板間Couette流+Poiseuille流の解 

 

更に，Waleffe(2003)は，Couette流+Poiseuille流の場合 

 

についてECSを求めています． 

 

Fig. 4.7: Re=150, Rτ≈55，Poiseuille-Couette flowの層流構造解. 黄色で示した面は

流速のコンターで，中央部の曲がった緑がかった部分は低速流体uminの高

さ．中央の峰部は壁近傍の低速流体がそこまで持ち上がっていることを

示す．( Waleffe 2003, p.1524, PoF 15(6)) >図は元論文を見よ 

 

 

緑色の低速流体(等値面)の両脇に互いに逆方向に回転する渦(青，赤) 

 

Fig. 4.8: Poiseuille flow の ECS.中央断面での流速 u のコンター (Waleffe, 2003, 

p.1526, PoF 15 (6)) 

 Contours of streamwise velocity u at y =0 for ECS at O=0.5, -y=1.5, and Resn=141.6 (free–free Couette), Resn=156.4 



(free–free Poiseuille), Resn=163.4 (rigid–rigid Couette), Resn=251.5 (rigid–free Poiseuille). 

 >図は元論文を見よ 

 

これは，Poiseuille flow の場合の流線図です．中央の流下方向の「うねり」は永田の解と

そっくりです． 

 

Fig. 4.9: 流下方向渦度の横断面内コンター (Waleffe 2003, Fig. 10, p.1256, PoF 15(6)) 

Contours of streamwise vorticity wx at ax=31r/2 for the same solutions as in Fig. 9. Equispaced levels at 0.1 

max[wx(x,y,z)], except rigid–rigid Couette, where spacing is 0.1 max[wx(x,y=0,z)] (solid: positive, dash: 

negative). Thick lines are level curves u=min[u(x,y=0,z) ] and max[u(x,y=0,z) ]. Phys. Fluids, Vol. 15, No. 6, 

June 2003 Homotopy of exact coherent structures 1529 

>図は元論文を見よ 

 

この図はスパン方向の等渦度線で，層流で有りながら複雑な渦構造を示しています． 

 

 

Fig. 4.10: Poiseuille flow の進行型 ECS の 3 次元 CG(Waleffe, 2003,Fig. 15, PoF 

15 (6)) >図は元論文を見よ 

            Top, side, and back views of rigid–free plane Poiseuille flow traveling wave at its lowest friction Reynolds number (2 

44.21, L 273.73, L 105.51). Green: Isosurface of streamwise velocity u min[u(x,y 0,z)] top and back views . Left 

column: Isosurfaces of streamwise vorticity at 0.6 max( x) red positive, blue negative . Right column: Red 

isosurfaces of Q 0.40Qmax ,where ∇2p 2Q WijWij SijSij is twice the second invariant of the velocity gradient tensor. 

Box shifted by Lx/16.) 
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      Exact Coherent Structures in Turbulent Shear Flows | Semantic Scholar 

FIG. 20. MeanU¯ (y) and rms velocities for rigid–rigid plane Couette steady 

states with (a,g )5(0.5772,1.1506). Solid: Upper branch at Re5400. 

Dash: Turning point at Resn5127.7. Dot: Lower branch at Re5400 @v, w 

are much smaller and omitted, max(v)50.0075, max(w)50.02]. 

     Fig. 4.11: 平均流成分と変動成分の分布．実線＝上分岐解，点線＝下分岐解 

(Re=5400)，破線＝Turning point. (Waleffe web, 2009) 

 

 
Fig. 4.12: 平板間 Couette 流の平均流速 U(y,z)の陰影コンターと変動成分のコンター

(実線は正，破線は負)．(Waleffe 2003, p. 1522, Fig.4, PoF 15 (6) ) 

 

4.3 乱流を維持できる最小広さ(Minimal Flow Unit)の発見 

 －Jimenez, Kim & Moin (1991) 

 

さて，次の(4.2,) 4.3, 4.4, 4.5 は今回の講演の山場ですので，これまでに述べたことを改
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めて纏めておきます． 

乱流研究の難しさ 

乱流の研究は，Hagen(1839,1845, 1854)や Reynolds(1883)の「乱流の発見」以来の長い

歴史をもつ未解決問題です．これについては，古典流体力学を集大成したイギリスの

Lamb(1932)は，次のように述べています(Goldstein1969, p.23). 

「私は間もなく神に召されるであろう．気懸かりなことが 2 つある．一つは量子電気力学

(quantum electrodynamics)であり，もう一つは乱流である．私は前者については楽観的で

あるが，後者については悲観的である」． 

また，量子力学の創始者であるドイツの Heisenberg は， 

「もし私が天国で神に会ったら真っ先に問うてみたいことが 2 つある，相対性とは？(相対

性理論はどうなるのですか？) そして，乱流は？ 神は，第 1 の質問に対しては答えをお

持ちであろうと信じる. 乱流に付いては，神も答えをお持ちではないだろう」と言わしめ

た問題である． 

Heisenberg(1935)は量子力学(=行列力学)の発表の直前まで Sommerfeld の指導の下に，乱

流研究の入り口である境界層の安定問題の研究をしており，また戦後の一時期イギリスに

抑留されていたときに，G.I.Taylor や G.K.Bachelor に会い，ソ連の Kolmogorov(1941)の

乱流理論－局所等方性仮説や乱流の速度変動スペクトルの-5/3 乗則を知り，これを次元解

析では無く，NS 方程式から導いている(Heisenberg 1948)． 

ノーベル賞受賞者の R.P.Feynman (Feynman Lecture on Physics, 1964)は「乱流は，古典力

学に残された最後の未解決問題である」と述べております． 

 

乱流の計測 

さて，乱流の計測法ですが，今は可視化法は PIV=Particle Image Velocimetry で定量的

な 2,3 次元の計測法に進歩しましたが，水素気泡法を始め，最初の頃の可視化法は定性的

な計測法で，定量的な計測は熱線計，後に少しの間レーザー流速計(LDV)が唯一の方法で

した．流れの中のただ一点の流速変化の時系列データー です．器用な人は熱線を数本並

べて特製の計測機を作りましたが，これは例外であり，これとても数点同時の測定です．

これでは乱流の構造の全体を見ることはできません．そこで，これが乱流の激しい流速変

動の特徴と思われる時のデーターのみを幾度もサンプリングの場所を変えて沢山行って，

それらの平均から，Taylor の凍結仮説を用いて，3 次元像を求めます．これをアンサンブ

ル平均法と呼びます． 

 

ヘアーピン渦モデル 

壁乱流運動がヘアーピン渦であろうと最初に提案したのは，もっと早く Theodorsen 

(1952)でした．彼がヘアーピン渦モデルを提出したのは，渦を測定したのでも無く，可視

化で示したのでも無く，NS 方程式からの推測でした．Theodorsen は，寧ろ飛行機の翼理



論で知られています． 

次にヘアーピン渦モデルを提案したのは Kline, Reynolds, Schraub & Runstadler (1967) 

です．しかし，この論文には，Theodorsen(1952)についての言及はなく，参考文献として

も挙げていません．恐らくその時点では彼らは Thodorsen 論文を知らなかったのでしょ

う．Offen & Kline (1975)で始めて Theodorsen(1952)が引用されています． 

 

ヘアーピン渦の実験による検出 

アンサンブル平均法による計測の結果，壁乱流(境界層，管路流，チャンネル流)は，壁

から斜め上に延びる流下方向の一対である事が分かりました．実験的にヘアーピン渦を最

初に見いだしたのは，高木，福西，佐藤(1978)です．彼らはこれをバナナ渦と呼びまし

た．しかし英文での発表は遅れたため，実験によるヘアーピン渦の検出は Blackwelder & 

Eckelmann (1979)が最初と言われています．ここにも日本語発表の不利な点が分かりま

す．Blackwelder & Eckelmann は，高木らのように直接ヘアーピン渦像を得た訳では無

く，ヘアーピン渦が存在するだろうと述べただけです． 

 

こうして壁乱流のヘアーピン渦特性の研究が花盛り期を迎えます．所がやがてコンピュ

ター性能が向上し，NS 方程式の直接シミュレーション(DNS=Direct Numerical 

Simulation)が可能になると，どうも片足のヘアーピン渦，ステッキ状のヘアーピン渦もあ

るらしいことが分かってきます．アンサンブル平均では，何もかにも平均してしまうの

で，恰も一対の流下方向渦に見えたのです． 

磯辺に見られるシオマネキと言う蟹の雄は，左か右か何れか一方のハサミが大きいのです

が，みんな平均して仕舞うとこのような箇々の蟹の特徴が見失われてしまうのと同じで

す． 

以降の NS 方程式の DNS 論文から例を挙げると，この図に示すように箇々のデーター

では不完全なヘアーピン渦でしか無いが，アンサンブル平均では綺麗なヘアーピン渦の並

びが得られます．その内，ヘアーピン渦モデルについては様々な疑問が提起され，遂には

「ヘアーピン渦は幻か」といった論文まで表れます． 

 

こうした混乱の時代の最中に，次の 4 つの論文による Breakthrough が起こります． 

 

乱流の自己維持機構 

Jiménez & Moin(1991)の奇抜な発想．Minimal Flow Unit 

Hamilton, Kim & Waleffe(1995)の解析， 

Jimenez & Pinelli(1999) の解析， 

河原＆木田(Kawahara & Kida)の自己維持機構の発見. 

 



4.3 最小乱流広さ(Minimal Flow Unit)の発見. Jiménez, Kim & Moin(1991) 

a. Jiménez & Moin (1991) の奇抜なアイデア－乱流が存在しうる最小領域 Minimal 

Flow Unit 

このような状態の中，1 編の奇抜なアイデアの論文が発表されます．コンピューター性

能の向上と共に，みんながより高いレイノルズ数，より細かいメッシュ幅の DNS を競う

中，Jiménez(ヒメネス，スペイン人) & Moin(1991)は逆に計算領域を狭くして行き，計算

領域がある大きさ以下では乱流が維持できないことを示します．すなわち乱流状態を維持

するには空間的にある最小の領域．面積が必要であること，すなわち‘ミニマル．チャンネ

ル(minimal flow unit)’が存在することが，レイノルズの実験(1883)から約 100 年後に

Jiménez & Moin(1991)の 2 次元 Poiseuille 流の数値シミュレーションによって初めて明ら

かにされることになります． 

この発見が元になって，乱流状態が何時までも続くのは何故か，乱流の自己維持機構に

付いての議論がでてきます(1995～2001)． 

 

Fig. 4.13: 方の面上が(圧倒的に，殆ど)乱流状態で(破線)，反対側の面上では間欠的

に乱流状態が出現する場合(実線)の平均壁面剪断力の時間記録． (Jiménez & Moin 

1991, Fig.13, JFM) >図は元論文を見よ 

 

Fig. 4.14: 縦線はシミュレーション乱流が維持しえない限界を示し，縦軸はシミュ

レーション箱のスパン方向の波長を壁単位で示し，横軸はシミュレーション箱のス

パン方向の波長を絶対単位で示している．記号はレイノルズ数の違い．白印は 2 平

面，黒印は 1 平面の場合．斜めの線は関連データーの範囲を示す． (Jiménez & 

Moin 1991, Fig.3,JFM) >図は元論文を見よ 

 

ミニマル．チャンネルを用いて (乱流を最小限の構造に限定し)，壁近傍の平面(2 次

元)Couette 流によって乱流維持機構（乱流秩序構造)の力学過程を明確に示したのは， 

Hamilton, Kim, Waleffe（1995,）や Jiménez & Pinelli(1999)および Kawahara & Kida（河

原．木田 2001,平面 Couette 流)らの仕事です．これにより，それまで多くの研究者により

積み重ねられてきた朧気な’壁乱流のメカニズム’が一挙に明確に解決されることとなった

のです． 

 

4.4 乱流維持機構の解明－平面Couette流による粘性底層の構造解明 

 

    粘性底層における周期的な構造変化 



 

  粘性底層更新説 

  Eindtei-Li(1959) 

  Hannratty(1959) 

Fig. 4.15: (Hamilton, Kim & Waleffe 1995, p.321, JFM) 

 

 

       Fig. 4.16: 中央断面」における速度 u(x,0,z)のコンター．実線は正，破線は負．

(Hamilton, Kim & Waleffe 1995, p.323, JFM) 

上の図から，中央部の流速の帯の揺れが徐々に大きくなり，遂に崩壊し，再び真っ直ぐな

帯が再生されていることが解ります． 

 

     Fig. 4.17: 横断図内の流況．(Hamilton, Kim & Moin 1995, p.335, JFM) >図は元論文

を見よ 

このことは，流下方向 x に無関係なモード横断面(y,z)でみるとハッキリします．Fig.4.17

の左図は，流下方向速度 u のコンターで低速域が下方に食い込んでいます．右図は横断面

(y,z)内の速度ベクトル(v,w)で左右逆向きの渦が存在しています． 

 

4.4 i) Fourier 成分による．Hamilton, Kim & Waleffe (1995) 

速度変動の Fourier 成分の断面平均値を



 

と表します． 

 

．Fourier 成分毎の周期変化 

 

Fig. 4.18: モード成分の(a) 再生サイクル, (b) 1 サイクルでの各モードの強さの時

間変化．>図は元論文を見よ 

 

Fig.4.18(b)の太い実線は横揺れ主モード M(0, β)の 1 サイクルの変化で，大きな値から減

衰し，再び増加しています．ここに，β=2π/Lz.  Lz は minimal flow unit のシミュレーシ

ョン箱の幅である．主モード以外の高次モードの変動は主モードに比べて小さく，主モー

ドが減衰したときに逆に大きくなっています．特に，流下方向 x の主モード M(α,0)がそ

うです． 

 

．平均流速分布 

 

     Fig.4.19: 平均流速分布 U(y).(Hamilton, Kim & Moin 1995, p.328, JFM) 

点線で表した Couette flow（層流）と乱流化した場合の弓なりに曲がった

S 字型分布との違いが分ります． 

 

.壁近傍底層の乱流維持サイクル 

      

 

       Fig. 4.20: Hamilton らの乱流の‘自己維持サイクル’ (Hamilton, Kim & Moin 1995, 

p.347, JFM) 

 



 

 

Fig.4.21: 低速 streak の周期変化 

4.4 ii) Jimenez & Pinelli(1999)の Damping filter による乱流自己維

持機構の解明 

Hamilton et al.(1995)の乱流のサイクル的自己維持機構の解明は，壁乱流底層のみを模

擬した Couette flow で行われましたが，数年後 Jimenez & Pinelli(1999)は Damping filter:で

壁からある高さ以下の範囲の変動を消すことにより，壁乱流の自己維持は確かに壁近傍の

粘性底層で行われていることを確認しました． 

 

Damping filter: 壁からある高さ以下の範囲の変動 Ωy を消す 

Ωy → ΩyF(y), 

F(y) =  (1/2) [
 
1 + tanh 4(y2/δ2 − 1)]  

 

Fig. 4.22: Damping filter 効果．(a)δ+=75 の場合の抵抗係数の時間変化．実線 filter

なし，破線 filter あり．(b)filter 高さδ+と抵抗係数の値．黒丸は(a)の場合

に対応する．黒丸以下の乱流活動を消し去ると，もはや乱流状態にはなら

ない．( Jimenez & Pinelli 1995, JFM) >図は元論文を見よ 

 

δ+=δUτ/ν (上付き+は，壁単位 ν/Uτ で無次元化した値．) 

(a) δ+=75 以下をフィルターで消した場合の抵抗径数の時間変化． 

実線はフィルター無しの場合の抵抗径数の時間変化．点線はフィルターを掛けた場合

の抵抗径数の時間変化 

(b) フィルター高さと抵抗径数の時間変化． 

 

4.5 Kawahara & Kida (2001)による平面 Couette 流に埋め込まれた周



期解. 乱流のカオス的周期解 

 

Fig. 4.23: 壁乱流サイクルの 3 次元 CG.(Kawahara & Kida 2001, JFM. By courtesy of 

Kawahara & Kida) 

壁乱流の壁近傍は粘性底層と呼ばれ，この層だけなら Couette 流と見なせます．そこで

粘性底層の構造の意外な特性が分かり始めます．この層内では，1)低速ストリークの発生, 

2)ストリークの揺らぎと不安定化と, 3)乱流化，そして再び 1’)低速ストリークの発生とい

うプロセスが繰り返えされます．しかも，低速ストリークの両側には 1 対の渦を伴ってい

ます．なお，図の黒いスパン方向の線は低速ストリークと同じ速度の位置，高さです． 

 

この低速 streak 構造と縦渦対こそが，Nagata(1990)や Waleffe(2001,2003)が理論的に存

在を示した ECS そのものです． 

では，層流の ECS と乱流の粘性底層の乱流自己維持機構の関係はどうなのか？これを明

らかにしたのが，Kawahara & Kida(2001, 河原源太，木田重雄)の研究です． 

この Fig. 4.24 の横軸は乱流への入力 I，図の縦軸は乱流のエネルギー消散率(D=Energy 

Dissipation rate)です．何やらローレンツ．カオス(Lorenz chaos)のバターフライ(蝶)軌道

を思い出させます． 

以上のように，3 世紀に亘って謎であった「乱流の本質」の姿をヤット明らかに出来たの

です． 



 

.カオス的乱流軌道 

 

Fig. 4.24a: 全エネルギー入量 I とエネルギー消散率 D 位相面で表示した壁乱流

軌道. (Kawahara & Kida 2001, JFM .By courtesy of Kawahara & Kida 

 

Fig. 4.24b: (Kawahara & Kida 2001, JFM, By courtesy of Kawahara & Kida) 

 

 

Fig. 4.24c: (Kawahara & Kida 2001, JFM) >図は元論文を見よ 

 

               Fig. 25: 乱流軌道の模式図．(Itano & Toh 2001) >図は元論文を見よ 



 

4.5 (付) カオス現象 

我々は長いこと，(微分)方程式で表される現象の解は．一義的に決まると考えていまし

た．所が 1963 年 MIT の Lorenz は，気象現象を表す方程式を極限まで単純化した次の非

線型微分方程式 

 

dX/dt = −aX + aY     (1) 

dY/dt = −Y + µX – XZ   (2) 

dZ/dt = −bZ + XY      (3) 

 

の解が，X,Y,Z 位相面上で次図(Fig. 4.26)のような奇妙な軌道を描く事を見いだしました．

(Edward N. Lorenz(1963)「決定論的非周期な流れ（ Deterministic Nonperiodic Flow） 

 

 

Fig. 4.26: Lorenz(1963)のカオス軌道. ローレンツ．カオス(Lorenz chaos)のバターフ

ライ(蝶)軌道. 

 

所謂，Lorenz のバラフライです．解軌道はある面内で少しずつずれた周回軌道を巡り続け

ますが，ある時点で急に別の面に移り同様な挙動を示し，再び先の軌道面に戻ります． 

このような非線型な確定的決定論的方程式系に現れる挙動をカオス(Chaos,ギリシャ語で’

混沌’を意味する)と呼びます． 

上述のローレンツ方程式は，気象学者の Lorenz(1961, MIT)が大気現象の解明のために，

流れと熱輸送の方程式を最単純化して得たものであり，カオス現象発見の一つの端緒とな

ったものです． 

ほかに，非線形電気回路に関する上田睆亮(うえだ よしすけ 1961．この間の事情は

Abraham & Ueda 2000 に詳しい)の研究と生態系もしくは人口増加の研究(May 1976)があ

る．May の研究に触発されて，Li & York(1975)はこの現象を Chaos(カオス)と命名し，” 期

http://ja.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%8A%E7%94%B0%E7%9D%86%E4%BA%AE


期 3 はカオスを意味する．Period three implies chaos”を証明しました． 

 

カオスには以下の特徴が現れる．  

• 単純な数式から、ランダムに見える複雑な振る舞いが発生する， 

• 短期的（リアプノフ時間程度）な未来の予測は可能だが、長期的には予測不可能， 

• 初期値のわずかな違いが未来の状態に大きな違いをもたらす初期値鋭敏性がある． 

 

第 3 の性質は「バタフライ効果」と呼ばれる．この表現はエドワード・ローレンツ

(Lorenz)が 1972 年にアメリカ科学振興協会でおこなった講演のタイトル『予測可能性-ブラ

ジルでの蝶の羽ばたきはテキサスでトーネードを引き起こすか(Predictability: Does the Flap 

of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornado in Texas? )』に由来します．ローレンツによる

と、この講演に付けるタイトルが思い浮かばずにいた時にフィリップ・メリリースが付け

たものだということです． またローレンツ自身は、1963 年にニューヨーク科学アカデミ

ーで自分の発見を掲載した中で「ある気象学者は，この説が正しいとすると，カモメのた

った 1 回の羽ばたきが気候の成り行きを未来永劫変えうることに気付いた」と述べていま

す． 

 

4.6 壁無しの壁乱流－Mizuno & Jimenez (2013) 

Jimenez は予てから，壁は単に剪断場を作るのに必要であり，乱流の維持機構には直接

関与しないと主張していたが，これをシミュレーションにより実証したのが，Mizuno & 

Jimenez (2013)の論文です． 

 

     Fig. 27: 壁あり壁乱流(濃淡)と壁なし壁乱流(実線)のプリマルスペクトル kzφの比

較.右図はスケール補正した場合．(Mizuno & Jimenez 2013) >図は元論文を見よ 

 

     U + = κ －1 log(y + － y +
 off) + B, 

Fig. 28: 種々の場合について，高さ y=0.6h での流れの比較．平均流は上へ．流速は -

0.3uτ 以下の黒色から， 0.3uτ 以上の白色の濃淡で示す．(Mizuno & Jimenez 

2013) 

 

4.7 乱流は何故渦に満ちているのか? 

 

     エネルギー消散 最大仮説 ? 

http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%A9%E3%83%B3%E3%83%80%E3%83%A0
http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%AA%E3%82%A2%E3%83%97%E3%83%8E%E3%83%95%E6%8C%87%E6%95%B0
http://ja.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%88%9D%E6%9C%9F%E5%80%A4%E9%8B%AD%E6%95%8F%E6%80%A7&action=edit&redlink=1
http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%82%A8%E3%83%89%E3%83%AF%E3%83%BC%E3%83%89%E3%83%BB%E3%83%AD%E3%83%BC%E3%83%AC%E3%83%B3%E3%83%84
http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%82%A8%E3%83%89%E3%83%AF%E3%83%BC%E3%83%89%E3%83%BB%E3%83%AD%E3%83%BC%E3%83%AC%E3%83%B3%E3%83%84
http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%82%A2%E3%83%A1%E3%83%AA%E3%82%AB%E7%A7%91%E5%AD%A6%E6%8C%AF%E8%88%88%E5%8D%94%E4%BC%9A


     エネルギー消散 最小仮説 ？  

   回転運動=姿勢保持 自転車，回転物体 

            ジャイロ．コンパス 

             太陽系，太陽，惑星 

    等方性乱流の構造 Kaneda(web より) 

  
       Fig.4.29: Isotropic Turbulence. Kaneda (HP より) 

 

5. 長く繋がる縦渦構造. LSM, VLSM : Adrian et al., Marusic et al. 

ヘアーピン渦はパケットを構成し，その内部に低速流体を抱えながら成長し，合体しそ

の数は減少します．最近になってこれらは流下方向に連なって LSM(Large Scale Motion)

や更に大きな VLSM(Very Large Scale Motion)を形成することが解ってきました． 

 

6. Stripe の発見 

6.1 遷移域の従来の研究 

この図は，教科書にも載っているレイノルズ数と抵抗係数の関係図です． 



  

Fig. 6.1: Re と friction factor 

 

この図の層流域と乱流域については，これまで随分と研究されてきました．しかし，これ

の中間部，遷移域については，管路の場合に，流れが 

パフ(puff) 

スラッグ(slug) 

と言う 2 つのタイプの流れ状態をとること以外は殆ど研究がなされませんでした. ところ

が，計算領域を狭くして行くと乱流を維持しうる最小領域があった(Jimenez & Moin 1991)

のとは逆に,計算領域を大きくしてゆくと，不思議なパターンが現れることが最近注目され

ています．正に「残り物には，福がある」という感じです． 

 

6.2 Stripe(乱流縞)の発見 

実験領域を極端に大きくしてゆくと，平板間クエット流．ポワズイュ流に斜めに走る縞

模様群が現れることが，最近 Prigent ら(仏 2002 他), Barkley ら(米 2005 他), 塚原ら

(2005 他)により実験や DNS により発見され，新たな研究の進展がありました． 

実はこの乱流縞現象は，遡れば Coles(1965)により Taylor-Couette 流において最初に見い

だされ, Feynman(1964)により特異な(outstanding)現象として指摘されていました．    

Coles(1965)以降, van Atta(1966), Andreck et al.(1986), Hegseth et al.(1989)，Goharzadeh & 

Mutabazi(2001)の研究があります．しかし，永い間その原因や構造ついては不明でした．

(Emmons & Bryson 1952, Gad-El-Hak, Blackwelder & Riley 1981, Alovyoon, Henningson & 

Alfredsson 1986)．  

 

Prigent は，同軸回転 2 重円筒の場合の Taylor 渦(所謂バーバー．ポール)の研究におい

て,円筒の径を無限大にし，円筒を軸に沿って切り開いた実験からこの stripe を発見しまし

た．管路などの層流は臨界レイノルズ数を越えると，直ぐ乱流状態に移行するのに， 



   同軸回転 2 重円筒の場合や 

   Rayleigh-Benard 対流 

などでは，層流状態から直ぐには乱流状態とはならずに，別の層流状態に移行し安定に維

持されます．特に Taylor 渦は複雑に変化します．そのため，この当時は Taylor 渦の研究

が一部の研究者により盛んに行われておりました．Prigent の研究はこうした研究の延長

上にあったと思われます． 

    

    Fig. 6.2 : Taylor-Couette 流の複雑な流れパターン. (Kerswell 2011) 

 

塚原らは原子力発電（高温ガス炉）の冷却材の加熱による層流化，それに伴う伝熱低下

を予測することが目的であったと，述べています． 

 

   

Fig. 6.3 : Stripe 構造 (塚原ほか, 日本流体力学会年会より) 

 



        

Fig. 6.4 Stripe の微細構造 (Barkley & Tuckerman) 

ムービーも見れます．Movie by D. Barkley, You Tube．‘How the turbulence got his stripe. 

Google で検索．開く 

 

 

Fig. 6.5: Stripe 構造 (Fukudome et al. 2012) 

 

このような stripe 構造は Kerswell らにより，管路流でも確認されています． 



          

Fig. 6.6 : (Willis & Kerswell 2008) 

 

        

Fig. 6.7 : 管路の場合(Prigent & Kerswell 2012) 

 



  

  Fig. 6.8 : 管路の場合のエネルギーの増加．減衰の時間変化．(Prigent & Kerswell 2012) 

 

この stripe の発生を更に詳しく分類したのがこの表です． 

Stripe の発生の理論は未だ十分には進んでおりません．   

 

6.3 遷移域の定義  2 つの限界レイノルズ数および亞臨界遷移と超

臨界遷移   

 限界レイノルズ数には，2 種類の定義－’大域的(global)限界レイノルズ数 Reg’と’局所的

(local)限界レイノルズ数 Rec’，もしくは’線形臨界レイノルズ数 ReL’があり．Reg<Rec であ

る． 

i)大域的限界レイノルズ数 Reg(あるいはエネルギー安定閾値 ReE もしくは RE)は，流れに

与えられる擾乱の振幅や形の如何を問わず流れが乱流化しうるという意味であり; それ以

下のレイノルズ数では擾乱の影響（Reynolds の云う’flashes of turbulence’)は十分長い時間に

は消滅し，それ以上のレイノルズ数では擾乱の影響は管全体に広がるレイノルズ数を云

う． 

ii) ‘局所的限界(local critical)レイノルズ数 Rec’,もしくは’線形臨界(linear critical)レイノルズ

数 ReL’は，微小擾乱に対して流れが安定である限界と言う意味である．  

 

一般には， Reg<ReL であり，この 2 つの間の領域を‘亞臨界遷移域(subcritical region)’と呼

び，安定な層流―乱流域の共存の可能性を特徴とする(Dauchot & Daviaud 1996, p.1)． 

2 種類の定義 Reg と ReL(Rec)の中間の流れの安定性は，擾乱の形や強さに依存する．い

ま一つの臨界レイノルズ数 Re t は，定常的な乱流と層流－乱流の共存域の堺のレイノルズ



数である．Reg と Ret の間の領域を遷移域(transitional range)と呼ぶ(Manneville 2015)． 

 

a) 管路流．壁乱流．境界層流における遷移は亞臨界(subcritical)型遷移であり，b) 

Rayleigh-B
 '

ernard 対流や同軸回転 2 重円筒間の Taylor-Couette 流の遷移は超臨界

(supercritical)型である．supercritical 型遷移は比較的単純で，層流解から段階的に複雑化

し，非線形方程式の分岐問題として理論的に記述が可能である．これに反し a)の亞臨界遷

移は，層流状態から亞臨界遷移により乱流状態へと急激に進行する(注 3)． 

 

 (注 1) 参考のために，亞臨界遷移型の似たような 3 種の流れの各種限界レイノルズ数は

以下の表に載せる．レイノルズ数の定義の速度 U と代表長さ D(もしくは L)は，Hagen-

Poisuille 流については平均流速と管径，平面クエット流では 2 平板間の速度差と平板間の

間隔の半分，平面ポワズイュ流の場合は層流の中心速度と平板間の間隔の半分． 

 

         流れ          Rec(理論)    Reg        Ret 

Hagen-Poisuille 流   ∞       2040     ～2700 

平面クエット流   ∞       ～325       ≾415 

平面ポワズイュ流  5772      ～840       ≾1600 

 

(注 2)最近の研究によれば，亞臨界遷移の様相．シナリオはより複雑である.が，これにつ

いては河原 (2010), Kerswell (2010, 2011)などを参照されたい．Kerswell (2011)によれ

ば， 

亜臨界遷移の場合には少なくとも以下のレイノルズ数が存在する(図 3.36 Kerswell 2011, 

p.3, fig. 2 & 3; 表 3.1). 

 RE：それ以下では撹乱が単調に減衰するレイノルズ数 

 RS：それ以上では不安定な単純な解（サドル解）が存在するレイノルズ数 

 RT：それ以上ではカオス的なサドル解が存在するレイノルズ数 

 RG：それ以下では層流が大域的なアトラクターであるレイノルズ数 

 RL：線形臨界レイノルズ数 

 

様々な流れの上記レイノルズ数は，Kerswell(2011, Table 1)に載っています．R<RE では

全ての解は単調に減衰し基本流になる．3.9 節および 5 章で述べる永田(1990)の解等（3 次

元有限振幅定常解，進行波解；単純サドル解）が現れるのは RS と RT の間(RE<R<Rs)で

ある．他方，3.5 節の斜め縞の問題はまだ解明されていないが，一般的に斜め縞は有限寿

命を持ち，最終的には減衰する(‘long-lived’ trasient)と考えられており，カオス的サドル解

であろうと思われる．もしそれが正しいとすると，RT と RG の間(RT <R< RG)となる．



ただし，無限寿命を持つ斜め縞が存在すると考えている研究者もおり，その場合には，何

らかのメカニズムで斜め縞が RG を超えることとなる．現在の研究の対象は，まさに，如

何にして無限寿命の乱れが現れるかとの問いに答えることであり，非平衡統計物理

（directed percolation）的アプローチをや力学系的アプローチが試みられている．R>RL で

は．流れは基本流から離れる．(以上は河原源太氏(大阪大)からの私信による．参考

Kerswell 2011, p.3) 

 

 レイノルズ数が有限擾乱による臨界値を越えると，擾乱の振幅や形状に応じて，層流状

態と乱流状態のいずれも実現しうる．流れの状態の相空間では層流アトラクターと乱流ア

トラクターが共存し，相空間における初期点(初期状態)が，2 つのアトラクターの吸引領

域のいずれの側にあるかに従って，その後の時間発展の結果流れが層流化するか乱流が実

現するかが決まる． 

 

 

6.6 境界層流と平面ポワズイュ・クエット流の乱流斑点 (省略) 

 




